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前 言 


微分 方程 或 泛 函 微分 方程 振动 理论 在 定性 理论 中 占据 着 十 分 重 
要 的 位 置 ,近年 来 已 有 多 本 专 着 对 此 进行 了 论述 ,例如 文献 [1 一 7]. 
作为 古老 而 又 年 轻 的 差分 方程 的 振动 理论 在 定性 理论 中 同样 具有 重 
要 意义 . 自 20 世纪 如 0 年 代 人 们 在 差分 方程 中 引入 泛 函 微分 方程 的 
TEAR, EGR TREE. AKIRA iT (Ae, RHA 
门 着 作 却 尚未 见 到 ,本 书 的 目的 就 是 介绍 近年 来 国内 外 学 者 在 差分 
方程 振动 理论 方面 的 新 的 研究 成 果 , 当然 其 中 也 包括 了 作者 在 这 方 
面 的 一 些 工 作 . 

全 书 共 分 八 章 .在 第 一 章 中 , 先 给 出 了 一 些 与 本 书 有 直接 关系 的 
基本 概念 ,这 些 基 本 概念 在 一 般 的 书 中 可 以 找到 ,它们 的 证 明 将 省 
略 . 从 第 二 章 开始 , 则 分 类 讨论 各 种 类 型 差分 方程 的 振动 性 .第 二 章 
讨论 一 阶 时 滞 差 分 方程 ,第 三 章 则 考虑 一 阶 中 立 型 差分 方程 .第 四 章 
考察 了 二 阶 方程 ,第 五 章 着 重 研究 二 阶 中 立 型 差分 方程 ,第 六 章 将 研 
究 高 阶 差 分 方程 .另外 ,偏差 分 方程 和 具有 连续 变量 的 差分 方程 的 振 
动 性 工作 近 几 年 也 有 一 定 发 展 ,因此 在 第 七 章 我 们 总 结 了 偏差 分 方 
程 的 内 容 , 而 在 第 八 章 研究 了 具有 连续 变量 的 差分 方程 和 偏差 分 方 
程 . 此 外 ,我们 也 在 有 关 章 节 中 讨论 了 含有 最 大 值 的 差分 方程 ,这 类 
方程 在 控制 论 中 具有 广泛 的 应 用 .对 本 书 的 出 版 , 雁 北 师 院 马 晋 宜 院 
长 给 予 了 大 力 支持 ,同时 大 同 职业 技术 学 院 和 雁 北 师 院 的 领导 及 有 
关 同 志 对 本 书 的 出 版 也 给 予 了 很 大 的 帮助 与 关心 ,这 里 一 并 表示 感 
谢 . 

北方 工业 大 学 名 效 宥 教授, 山西 大 学 蒋 居 让 教授 和 青岛 海洋 大 
学 张 柄 根 教授 对 本 书 的 第 一 作者 给 予 了 长 期 教诲 ,本 书 的 完成 也 得 
益 于 辣 台湾 清华 大 学 郑 穗 生 教授 的 长 期 合作 . 同时 EB RAE Be BE 
了 本 书 的 大 部 分 参考 资料 ,也 对 本 书 的 第 一 作者 给 予 了 长 期 的 资助 ， 
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第 一 章 ”差分 方程 的 基本 概念 与 方法 


在 本 竟 中 ,将 简要 介绍 差分 方程 最 基本 的 一 些 概念 ,这 些 基 本 概 
念 是 讨论 问题 的 出 发 点 .由 于 篇 幅 关 系 ,这 里 只 提 及 与 讨论 问题 有 关 
的 内 容 , 较 详细 的 叙述 可 在 一 般 差 分 方程 的 著作 中 找到 ， 


$1.1 基本 概念 


一 个 差分 方程 其 实 就 是 一 -个 递 推 数列 
Lark = POM, Tt ists dy) (1.1.1) 
其 中 是 一 个 正 整数 ,2 =0,1,2,°°, FE(NX<R' R) 日 对 于 固定 的 
n 来 说 是 一 个 连续 丽 数 . 
方程 (1.1.1) 被 称 做 是 :一 个 阶 差 分 方程 ,这 是 因为 (1.1.1) 中 
RAE ntk 与 最 小 足 码 ; 的 差 为 &. (1.1.1) 的 一 个 解 是 指 一 
TRA x, rao 4 nk 时 满足 方程 (1.1.1) .由 于 方程 {1.1.1) 晨 
一 个 递 推 数列 ,显然 ,如 果 给 定 初 始 条 件 jp 上 二, 我们 这 依次 计算 出 
-二 
如 末 存 在 某 一 常数 使 得 
E> 下 (后 二) 
对 所 有 的 n ON 上 式 成 立 , 则 称 三 是 (1.1.1) 的 一 个 平衡 点 .如果 六 
程 的 一 个 解 iz, | 满足 1 -| 既 不 是 最 终 正 的 ,也 不 是 最 终 负 的 ,我 
们 称 其 解 |x, | 关于 平衡 点 是 振动 的 .对 于 数列 {zx, RA N 使 得 
nN 时 zx, >O, UPR | x, | 是 最 终 正 的 ;最 终 负 的 可 类 似 定 义 .更 在 对 
于 方程 (1.1.1) 做 变换 y, = a, 一 元 , 它 可 以 变 为 
Mate 二 人 3 (1.1.2) 
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这 时 ,如 采 (1.1.1) 有 平衡 点 工 , 则 (1.1.2) 就 有 平衡 点 零 . 11K 
于 平衡 点 这 的 据 动 也 变 为 (1.1.2) 关 于 平衡 点 零 的 振动 .因此 ,本 书 
中 如 无 特别 声明 均 指 关于 零点 据 动 . 另 一 方面 ,我 们 也 假定 零 是 方程 
(1.1.2) 的 唯一 平衡 点 ， 
这 样 一 来 ,对 于 方程 (1.1.2) 的 一 个 解 |»,1 WRA N 存在 ,使 
得 nN 时 yy, >0, WR | y, | 是 方程 (1.1.2) 的 一 个 最 终 正解 ; 问 样 ， 
最 终 负 解 是 指 存在 N, 当 nN Hf y, <0. MEAR | yy, | BEARERS IE 
解 也 不 是 最 终 负 解 , 则 称 其 为 振动 解 . 如 果 方 程 {1.1.2) 的 所 有 解 据 
动 , 则 称 方程 (1.1.2) 是 振动 的 . 类 似 地 .如 果 (1.1.2) 的 所 有 解 是 非 
振动 的 , 则 称 方程 (1.1.2) 非 振动 ， 
A 是 一 个 差分 算 子 , 它 在 差分 表达 式 中 随时 可 见 ,其 含义 为 
At, = Tt T Tp, A® = ACA. 
由 于 我 们 要 讨论 的 是 振动 问题 ,因此 本 书 所 指 的 解 均 为 正则 解 .所谓 
正则 解 是 指 方程 的 一 个 解 {y, | 对 任意 大 的 N,, 有 sup ly, | >0. A 
Ar, + Pn- = 0 (1.1.3) 
中 &EN. 它 显然 是 一 个 上 +1 阶 差分 方程 ,这 由 上 面 的 定义 显 知 . 但 
实际 上 往往 称 方程 (1 .1.3) 为 一 阶 时 灌 差 分 方程 ,这 一 说 法 主要 来 源 
于 这 范 微 分 方程 , 人们 总 是 把 方程 (1.1.3) 看 成 是 一 阶 时 洁 微 分 方程 
z(t) + pix(t ~ r}=0 
的 离散 形式 , 类似 地 ,方程 
AEn + Pru-k = 0 
叫做 m BTR SES} OTHE ,方程 
Aaty — Pan- + = (1.1.4) 
Uii a AE SE 4) a Be — Bip a SE 
方程 (1.1.4) 之 所 以 叫做 中 立 型 差分 方程 , 主要 是 因为 在 
《1.1.4) 中 的 算 子 A 于 含有 时 滞 k ELE RAGDE 
Celt) — pir)alt — r)! + qtrx(t -so)=0 


§1.2 差分 算 子 | “ 3， 


也 叫 知 一 阶 中 立 型 时 澡 微 分 方程 .类 似 地 ,方程 

A" (a, ~ Pppp) + qura = 0 (1.1.5) 
也 叫做 one BY A BD et A BE pe A bE Ao 阶 中 立 型 差 
分 方程 .注意 到 方程 (1.1.5) 总 可 以 写成 形式 (1.1.2), 因 此 ,其 解 的 
存在 性 与 唯一 性 是 显然 的 . 

另 一 方面 ,如 前 面 所 述 ,我 们 将 方程 (1.1.1) 的 解 一 般 记 为 
iz,1”_0. 但 是 ,为 了 叙述 上 的 上 方便, 我们 常常 会 记 为 xz, | ,或 者 直接 
Bz, 是 方程 (1.1.1) 的 解 . 有 时 也 将 解 记 为 x,»,w 等 .方程 (1.1.3)， 
(1.1.4) ,(1.1.5}) 等 可 类 似 称 之 . 


81.2 差分 算 子 


由 差分 算 子 A 的 定义 不 难看 出 ,对 任意 带 数 a,8 有 
Alar, + By, ) = adr, + BAN, - 
即 差 分 算 子 是 线性 的 .另外 ,如 下 公式 是 是 然 的 : 
A Ey = Eat? 一 22 +1 + Tyo 
ACx, vn) = Milt, + AY 
ZA 一 Xp+l T Las 
Dien, = .i++ 一 yo 一 Date Ad. 
由 A 的 定义 ,我 们 也 不 难 计算 出 
Ac = 0, c 是 常数 ; 
A(-1)* = 2(-1)**!, k ERX: 
Ab’ = 6*(b6-1), kE 2,640; 
Ab? = b'(b-1), & >. 
r ELM, n ELEM, i 


r 一 tíz- l)er- n+ 1). 
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ari Ar = nr, 
FE 称 为 称 位 算 子 , 它 满足 Er, =2,., WRI HEZA T, WE 
和 入 有 关系 A= 巨 - 了 于 是 由 二 项 式 公 式 , 有 


A = {E—- I)*= > ie (Eley, (1.2.1) 
E = (A+ If = > (Aa, (1.2.2) 

其 中 AY = 五 "= 工 于 是 对 任 一 正 整 数 z, 有 
up = Kup = > (7 Auo- (1.2.3) 


定理 1.2.1 if & Min EERS, kn, Ml 


tn = > (7 Jauo + 3 (7 p g Jatu, (1.2.4) 
证 明 由 {1.2.3) 可 知 


il fy $A n 

Hy = > Ai 十 之， | Jat 
0 4? 了 = kt} 
乓 一 上 "| 1 7 i 

一 A! 4 上 
Sh er SS es 
kl jy wok p aè ; 

= 5 (7 jau S| Seo? JE) [Eu 
Tp ha =0 ts k 十 了 /3 
"as 1 一 一 1 

= Nua + AF 
ay o H (i ffr 


证 毕 . 
定理 1.2.2 设 j, 上 k,n EEBS ISS -1 k&n, M 


1 
Nu, = Sh” laot > 人 ja. 


rf 一 了 一 | 


证 明 j=0 时， 由 定理 1.2.1 知 命题 成 立 . 现 假设 对 菜 个 ; 成 
立 , 则 


$1.3 不 动 点 定理 5°’ 


kts 


| —s—l 
Wa, = 2 ( n _ Aut (E52) ae 


+ (> 5 F ] Auns 

=- Sot pai (ened oe 
t 人 7 eee 

- > (, _ alae + So =: Thats 


即 命题 对 j+1 也 成 立 . 证 毕 . 


本 节 将 介绍 一 些 不 动 点 定理 ,它们 可 在 一 般 的 泛 函 分 析 书 中 找 
到 ,证 明 从 略 .这 些 定 理 在 本 书 中 用 于 寻找 方程 的 解 . 

OARS SEA TER be MR ds OX 0->[0,0), OR d 
足 :( ER a, yEO0,d(x,¥) =0 SARS r= y; GD FRx, vE 
2,8 diz.yl=d(y,x); (iii) (ER r y 2C OF dlr, dlr, y) 
+d(y,z), 这 时 称 d 是 距离 ,02 是 一 个 距离 空间 .距离 空间 中 的 序 
Flix, | 如 果 对 任意 的 >0 RA NEN), “4 n,m N NTA 
dEn sEm) CERA TAT AR | x, | 是 Cauchy 列 .如 果 只 中 的 任 一 Cauchy 
FER RBA OPM A TER 只 是 完备 的 .对 于 映射 了 :0 
一 0 如 果 有 常数 1E [0,1) 使 得 对 任意 的 zx,y 和 ED 有 dlk, DS 
Ad (x,y), 这 时 称 工 是 品 上 的 压缩 映射 ， 

中 是 一 个 线性 空间 ,在 其 上 定义 非 负 画 数 |- || , 它 如 果 满 足 ， 
Ci) zi =0 5ER r=0:GD flo t = ez 上 对 任意 标量 o 
RIEN Mit; Gi) ER r yvOOR Wate ll <|lci + lly it , mR 
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站 是 一 赋 范 线性 空间 , || | 称 为 0 的 范 数 .一 个 赋 范 线性 空间 如 果 
对 任意 xz,y 名 0, 以 上 x 一 sy 中 作为 距离 , 它 显 然 构成 一 个 距离 空间 . 
一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 Banach 空间 ,对 于 赋 范 线性 空间 OC 
一 个 子 集 5, 如 果 有 正 数 M 使 得 对 任意 zx 和 ES A lz || SM KE 
S 为 有 界 的 ;如 果 对 任意 的 rz,yES,ar+fl-a)yES 对 wxE[L0,l] 
成 立 , 称 S$ BONAR S 的 所 有 极限 都 含 于 S 中 ,这 时 称 $ 是 闭 
的 . 

MAIN 是 赋 范 空间 ,X 是 N 的 子 集 , 算 子 了 :X 一 AM 称 为 关于 点 
TEX ES UR EER ¢ >0,8 8>0 HIB VEX || y-2 | <8 fF 
A || Te- D || Se Man. TEX bX 上 点 点 连续 . 

定理 1.3.1 (Banach 压缩 映射 原理 ) 完 备 的 距离 空间 上 的 压缩 
BB Ey Ay AR ooh 

定理 1.3.2 (Brouwer 唯一 不 动 点 定理 ) 吕 是 R* LIES AR 
OR. JON 是 连续 映射 , 则 SEO 上 有 一 个 不 动 点 . 

Banach 空间 X AIF SES 的 任何 无 限 点 列 都 有 收 敏 子 列 , 这 时 称 
S 具有 致密 性 . 如果 S 是 致密 的 ,我 们 称 S 是 相对 致密 的 ,其 中 ,S 
EHS 的 所 有 极限 构成 的 集合 ， 

定理 1.3.3 (Schauder 不 动 点 定理 )S 是 Banach 空间 的 非 空 半 
凸 集 , 丁 :S 一 S 是 连续 映射 , 且 T 是 相对 致密 的 , 则 工 在 S$ 中 至 少 
有 一 个 不 动 点 ， 

K JÈ Banach 空间 X 的 非 空 闭 集 ,如果 满足 :(i) a >>0,xzE€EKK, 则 
arEK; (Gii) 任意 了 ,y 和 天 , 则 过 +yE 天 ii) cee K- iO}, B — r & 
乓 ,这 时 称 兵 是 一 个 锥 .我们 在 X LENM Sry 当 且 仅 当 
y-rEK.M EMF Banach 空间 X 的 子 集 , 令 M= |e eC Xi ye, 
yE Mi, 称 xoEX 是 MM 或 M 的 下 确 界 ,如 果 对 任意 的 x€E 有 六 有 
xox. 上 确 界 的 概念 可 类 似 定 义 ， 

定理 1.3.4 (Knaster 不 动 点 定理 ) 设 X ERA CK 
Banach 空 间 .M Je X WF, CAA PER: M PF REM, M 的 


每 一 非 空子 集 的 上 确 界 属于 M. 丁 ;MxM 是 增 映 射 , 则 修 在 M 中 有 
不 动 点 ， 
设 吕 是 由 所 有 实数 列 z= |x, TNA RAE le] ,在 其 上 定义 


HB el = up 全 -< 其 中 | 局 | 全 wx 是 有 -一 臻 下 界 的 正 数 列 . 这 

时 ,有 构成 一 Banach 空间 .CB, 如 果 对 任意 的 。>0, 存 在 M 使 得 

当 ; 7 >ORA ae <e PITIE cE ja, ENEH Cauchy 的 . 
J 


oj 
h, 

定理 1.3.5 (Cheng 和 Pawla 定理 )[9%]8 是 BRA RE, 
T:0-*O, 是 连续 映射 ,如 果 TD) 是 一 致 Cauchy H, WU TE PER 


$1.4 Z- 


本 节 介绍 的 2 -变换 ,在 解决 常 系数 差分 方程 问题 中 十 分 有 效 
它 也 可 以 称 做 是 离散 的 Laplace IER. ARER l ulo, ERI Z- A 
换 被 定义 为 
Zl) = Ulz) = Yuz”, (1.4.1 
其 中 = 是 复数 .g(z) 是 复数 * 的 表达 式 , 令 
plz) = >, Ue, 


中 一 站 
显然 当 |g(x)| <1 ot, ETT ple) = 1/1 - 262d). AR 0 
时 二 1, 这 时 有 


Ziwi = Or "= lel >t. 
而 fu |g = a"|%o 的 Z 一 变换 为 
nl _ > a 
Ziar| = (2) ===, lel >lal. 
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类 似 地 ,我 们 也 可 给 出 fu Eni- 变换 ， 
利用 几何 级 数 ,我 们 容易 求 得 Z- EMA Zl. 例如 求 


z- = RAR(E) 的 级 数 形式 即 可 
Ule) = 2 d= a7) 
_1 L5, [ey = 1a 


te Hu, =a"! 21, ug =0. 
Z| tyr} = S = >> Hpg | 
#=0) a=d 


= Dr = 2 wot Sige) 
m-l 


m=O 


= 2(- ug + Ulz)) = De) — zuo. 


类 似 地 ,有 
Zh thy 43 | = 2U(z) = Zug T Sy. 
于 是 ,一般 地 有 
Zi tinsel! = AZ Lug — D gh”. (1.4.2) 
AF Z- ERAS EES BRAY. BB 
Zh cit, + crt) = ciU(z)} + coV( 2), (1.4.3) 


Ul 2) A V(x) 分别 是 fu | Poo ont gf) Z — EHR. 
我 们 定义 a, | Flo, | BB 


n¥ Uh, = Du -k-e (1.4.4} 
这 时 有 


Ziiuxvt,} = Z| >) uon] = Ulz)Viz). (1.4.5) 


$1.4 ZzZ 一 变换 "gs 


例 1.4.1 考虑 初 值 问 题 
Uni? — Mpal — bu, = 0, (1.4.6) 
un = O,u, = 3. (1.4.7) 
解 ” 对 方程 (1.4.6) 两 边 做 工 - 变换 , 则 有 
Zu — ul ~ Guni = ZI0l, 2 0. 
利用 (1.4.2) 式 ,有 
2U(2) - x uy 一 mat, — Air) = mp) —6UC2) = 0. 
将 (1.4.7) 式 代入 , 则 有 


2 & 
_ 32 _ 5, SL 
Ulz) = Te nat te 
于 是 
5: 
un= ZOU) = Z's 3 p Zo 


_ 9 #—] b, HO 
= (3) + (~ 2) 


ll 


3an 3 n 
$1.42 考虑 方程 


Mn id — Unt) ~ Ou, = sin S, nÆ, (1.4.8) 
up = Ü, wu = 3. (1.4.9) 


RE 对 (1.4.8) 作 Z- 变换 , 则 有 


《2 - 2 ~6)U(2) -3z = Z Ísin na 
= Z| (eh |= 58 
THA 
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~~] 
H 
+ 
| 一 


al- 
No 
十 


(-1)27, 是 偶数 ， 
Hn 一 31 (3) 一 14(_ 9) 一 L m-l : 
7( 一 1) 2 ， 于 是 奇数 ， 
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$2.1 常 系数 差分 方程 


本 节 将 考虑 常 系 数 差 分 方程 
Zail — En 十 D pitni = 0, n= 0,1,.…, (2.4.1) 
HP, (i= 1,2, +++ 27) RES, BF 二 1,2,… ,xm) 是 非 负 整数 ， 
首先 我 们 有 如 下 结果 . 
定理 2.1.1 方程 (2.1.1) 振 动 的 充 要 条 件 是 对 应 的 特征 方程 
ÀàÀ—1+ Seas = 0 (2.1.2) 
LEW. 


该 定理 的 证 明 可 采用 81.4 中 的 Z -变换 ,请 读者 自 证 . 
显然 ,如 果 一 0,(i=1,2,…,mm) ,方程 (2,1,2}) 无 正 根 的 充 要 
条 件 是 
Spe. 
因此 ,不妨 设 by (i= 1,25.) BDA TEBE, 
考 碟 比方 程 (2.1.1) 更 一 般 的 方程 
Zark 十 下 ie- 十 证 一 01 (2.1.3) 
FOP k EER, p (i =1,2,… ,zm) 是 实数 .对 应 于 定理 1.2.1 有 如 
FRE. 
定理 2.1,2 方程 (2.1.3) 振 动 的 充 要 条 件 是 代数 方程 
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At + pat} + = Pr = 0) 
无 正 根 . 


(2.1.4) 


证 明 “=>”. 设 (2.1.3) 振 动 而 (2.1.4) 有 正 根 40, 令 a, = Ab. E 


显然 是 (2.1.3) 的 一 个 解 . 


em” BE | ac, | E(2.1.3) ER TEAR. BR RTE, BEY nn Se 0 时 


t, 0. 1% 6 = max| ag, apta | FREE ¢ © 1,so) 使 得 


[pilet te ti pee FSI. 
这 时 ,显然 有 
ltl Bb n=O, yk, 
WA nok + 1 使 得 


lx, | = be", n= 0,1,---, no, 


mij 
len +t | > b'l, 
对 于 as (ip ~ 2) +1,H2.1.3) 47 4 
tl == (Ppt, Tot + 让 + 1-2)- 


因此 由 (2.,1.5) 式 和 (2.1.6) 式 知 
[5 I< | py | Beto + ee 4! Pi ibeo DE) 


f: 
= berl >) | p; te j< eo" l, 
这 与 (2.1.7) 式 矛盾 .六 此 有 
SB 二 日 12,…. 
XT ia, RZ — BR Uy 
Zz) = Z(x,) = Mae". 


ALFA § 1.4 中 的 知识 有 T 
flz)Z(x) = fz), lel >c, 
其 中 


(2.1.5) 


(2.1.6) 


(2.1.7) 


(2.1.8) 


(2.1.9) 


$21 常 系数 差分 方程 - 13° 
k 1 
fz) 一 Spe, 
:一 让 


pl) = Sp Di 


= 


由 假设 可 知 , 当 =>0 时 fz) AD, iif ims 2) = 0. FÆ f(z) >0,2> 


0.4 We) = Z ($), FRA AWO) =o RERAN 
W(z) BOUL RNAS p, TEA 

fw) = g(t), 0K<lel <e. 
由 文献 [166] 中 定理 1.4.1 A, TERR OCH AE A RUE p< o, 
i 
4) 
和 -点 点 解析 . 


= 


RTH. TE po = ee. 则 (2.1.9) 式 对 | z| >0 点 点 成 立 . 那 么 
对 充分 大 的 n 也 有 .x =0. FR >=0 是 (2.1.9? 的 吞 点 .这 又 是 一 个 
矛盾 .证 毕 . 

EHE 2.1.3 Wp, >0=1,2,---,m) ,那么 方程 (2.1.1) 振 动 的 
HERE 


g 


则 它 在 == e HA-DA ERRA 0, Bt 


AM0 一 工 十 Y paot >0, (2.1.10) 
其 中 Xo RR ~ 
Skat =1 (2.1.11) 
AOE — TEAR. i 
证 明 $ 


F(A) =a-—-—1+ Seat, A > 0, 
注意 到 4>0 时 F(A) >0. Buk F(A) <0 的 唯一 正 根 Ag #2 F) 
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的 极 小 值 点 .从 而 由 (2.1.10) 可 知 4>0 时 FA)20 成 立 , 充 分 性 得 
以 证 明 . 

相反 AQ. RS, Bo 

一 上 十 > paat <0 

对 (2.1.11) 的 正 根 Ay 成 立 . Hi im F(A) = ~. 因此 ,存在 正 数 A 使 得 
F(A) =0.4 2, =A", Wx, 是 方程 (2.1.1) 的 一 个 非 振动 解 . 因此 了 矛 
盾 . 证 毕 . 

定理 2.1.4 设 户 >0,(i=1,2,…,m), 则 方程 (2.1.1) 振 动 的 
FESS SAF Be FF TER A; ,0 所 A 所 1,i=1,2,…,m ,使 得 


SIA =1 (2.1.12) 
z=] 
RA, HÄ 
i 
= (ki + DAT! TaD 
S) | Ate, a | C >]. (2.4.13) 
i=] i? 


WER 如 有 果 存 在 非 负 实 数 Ai G = 1,2,…,m) 使 得 (2.1.12) 和 
(2.1.13) 成 立 ,由 定理 2.1.3 可 知 方程 (2.1.2) 无 正 根 .确实 , 令 
FO)AA + paA* AD = 1,2,77 


PR; YE +1) 
可 知 访 才 0,5(4) 的 极 小 值 点 为 4, = Ga ‘it A; =0 Bf 2.540, 
AYA f(A} >0. 4A =0,2,=O0N BA AO =p >0. 于 是 有 
m wi g Å ti ap 
F(A) =-—1+ YFA) S- ] + > | Ate, ral ay > 0 
i 二 1 i=] 1 


SORA F211) GBH J EH 2.1.3 可 知 方程 (2.1.11) 有 唯 
一 正和 根 且 使 得 (2.1,.10) 成 立 . 念 
A; = phào), i=l po,m 
由 (2.1.11) 知 (2.1.12) 显 然 成 立 , 旦 有 


$2.1 常 系数 差分 方程 15- 


S| i ADT 
1 Aip ki 
= Dy bil + ki )ag* 

= 


do > pka A + > baat 
i=l i 二 


= Ag + ST pro => Ag 十 (1 — Ag) = 1. 
z=1 
证 毕 . 
由 定理 2.1.4 显然 可 以 得 到 
推理 2.1.1 p>0 时 ,方程 


Tl T T+ Prp- = 0 (2.1.14) 
振动 的 充 要 条 件 是 
pD >1 (2.1.15) 
接 下 来 ,我 们 考虑 方程 
Enti 一 Ep + Ptn- + Gup- = 0. (2.1.16) 


定理 2.1.5 假设 >/ 实 1, 则 方程 (2,1.16}) 振 动 的 充 要 条 件 是 
p>0, 且 (k++1)€ p+ (7+1)& lg>T 其 中 上 是 方程 


p= sepa) (2.1.17) 
到 一 k+l ” 


ERE (qyr ©) ERME IEA. 
证 明 ak > 时 ,特征 方程 (2.1.2) 变 为 
Fb g A) = a Apta n, (2.1.18) 
注意 到 f(p,q,0)=p， limf p, 9,4) = œ. A, p<0 AY (2.1.18) 4 
正 根 , 所 以 我 们 只 ! 需 考虑 b>O 的 情况 .这 时 候 f(p,g,4) 是 关于 
的 曲线 族 , 而 对 于 特殊 的 4 ,方程 (2.1.11) 显 然 关于 p,g 构成 直线 方 
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程 .这 样 ,由 包 络 理论 [23] 知 ,(2.1.18) 的 包 络 由 


Hr,y,A)=0 
和 
RT yA = Ch + 1)a® — batt 4 ye -Al ag 
确定 .对 应 的 参数 方程 为 
ra) = AG - 4), 
y(A) = 一 eae - =), à >O. 


显然 ,1 = (A) AME AR ALS y(4 ) 的 唯一 极 小 


Ba ESAT aE (0,4" ) 时 ,y 做 为 的 函数 是 严格 焉 少 的 十 
函数 ;而 AE (4 ,co ) 时 ,y 做 为 x 的 函数 是 严格 增加 的 叫 函 数 . 同 
时 ,zx(2)>0 当 且 仅 当 4>77 和 ;成立 . 这 样 一 来 ,由 参数 4 确定 了 


网 支 曲线 Cl 和 C2. BE Q 是 由 zz 轴 右 半 部 分 及 曲线 C, 上方 构成 的 开 
域 ,那么 对 于 右 半 平面 上 的 任 一 点 (p,qg)， 过 该 点 有 一 条 直线 与 包 络 
4B) 4 A 4 O, 9) & 0. BA (2.1.18) 24 p>0 时 无 正 根 的 充 要 条 
FE, DEn. B, 


q > yla) ae (A - p>? 

时 ,x (A) >0,F2 x(a)= ee co ) ,局 时 
et io kO 

ÉT TEED rae- 


= ECES 
WEHE, 


52.2 变 系 数 差 分 方程 (]) - 17- 


定理 2.1.6 若 有 &>/L=0, 则 方程 (2.1.17) 振 动 的 充 要 条 件 是 

户 >0 日 q1, ¢<1 AA 
p> (-q)*! eave (2.1.19) 

证 明 这 时 ,特征 方程 变 为 

Fp, a) = Abt) + (a -1)ab + p = 0. (2.1.20) 
m p.ga, 0) =p HFE, gq, 4) =, Ait p<0 AY (2.1.20) 4 ERR. PF 

以 我 们 只 考虑 p >0 的 情况 ， 
4 p>0,g221 时 显然 有 f(b,¢,A) >0,(2.1.200) IER. 24 p> 
Og < 之 1 时 ,由 太 和 所 可 求 得 f(p,g,%) 的 唯一 极 小 值 点 4*= 


k(1—g) 
>0, 且 


È 
Ke.gAaA*)=p- ape" 一 g)Rtl, 
HEHE. 


$2.2 变 系 数 差 分 方程 {1) 


TT ORS BES AE 
Katt — Ly + rk =O, n= 0,1,2., (2.2.1) 
FUP 0 BAER, b SEBO. 为 得 到 我 们 的 主要 结果 ,首先 
考察 上 =0 的 情况 .这 时 ,方程 (2.2.1) 变 为 
Eyri = Tatl — pp). (2.2.2) 
其 通 解 可 以 写成 


zx = afl -py n= 1,2,... 
j=) 


BR, “4 o,<1 时 方程 (2.2.2) 的 所 有 解 非 振动 ,而 当 有 子 列 | Pati) i 
使 得 baol 时 ,方程 (2.2.2) 的 所 有 解 振 动 . 
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4e>o mt, WR le | 是 方程 (2.2.1) 的 一 个 解 , 且 对 某 一 上: 有 
Due, -,220, 则 由 (2.2.2) 可 知 a Sz. KU MAE RB 
FE10,1,°° ,万 | 使 得 


Pr po Preesis s+, 之 Ü, i-a TI- 3 5 a E E => 0, 


则 有 
Tb Pray ay. 
于 是 有 如 下 定理 成 立 . 
定理 2.2.1 RAC, a1, Mp, aA bt 
得 
站 (2.2.3) 
Padi) + Pacer +t + hi) 1, (2.2.4) 


则 方程 42.2.1) 振 动 . 

REE, WE ni 是 (2.2.1) 的 一 个 最 终 正解 , 则 有 正 整 数 了 使 
nnl i) -2k Rha, 交 0 成 立 . 由 七 面 证 明 可 知 

0< ni- Pa mt = Pacis tac SO. 

这 是 一 个 矛盾 .证 毕 . 

由 定理 2.2.1 显然 有 如 下 结果 ， 

推论 2.2.1 WEL ATI pao EIR nG) -2k<Sn<n(i) 
it, p,=20 H. 


aia] 
4 


2 B=. (2.2.5) 


则 (2.2.1) 振 动 . Ea 
当然 ,我 们 也 会 有 
推论 2.2.2 RA IE BR EF Ly, | 和 1 Sm | EE 
Sm Tm oz 2b, moe l, 


p, = 0, ne U rs rr Sml 
m= 


$2.2 变 系 数 差分 方程 (1) * ]19 


lim sup > b, > i, 


一 一 由 
则 (2.2,1) 振 动 . 
定理 2,2.2 iip ATTA paote WE 
Prats) Deo Prt -2h+le ;Putin -£1 =O, (2.2.6) 
OS Priok Palikti ,Patni < l, (2.2.7) 
H 
È i yi 
Pata) = [I[ fha- Patij- (2.2.8) 
r_1 j-i 
则 (2.2.1) 振 动 . 


证 明 疏 iz,i 是 (2.2.1) 的 最 终 正 解 . 则 有 IB Zen (1) 一 站 
时 zz > 0. AE FR 2.2.1 前 面 的 议论 , 则 有 
Xa Se Cb Pa NAT nD S CL Paa g. 


因此 


È 
Tai =a < fla = Priny_s Xan- bs 
了 一 
由 一 下 
Eai S Eal) 1 < ila = Parcp I rn ks 
i= 


y(t) ae Cat l)-k+1 = (1 一 Pay kk 
于 是 


È I 


天 
tats) < TaD EnD L TaD k = (1 一 Pal- aK: 


从 而 


f=] 351 


Ł i 1 
Trif) = Il li (] T Patij- ) TA( Dk- 


f=] J1=1 


由 (2.2.1) 知 


0 < rapt] = Tatty — Pyrat tg 
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x 1 
< [L1] -pn t - Pan Janey 0. 


这 是 一 个 矛盾 .证 毕 . 
如 时 Pa 有 子 列 |; Paid | -| 使 得 
Pat- o Pata- 0. 


tt, | FE(2.2.1) WN —TP BER IE WA TIE en (1) — 4k faz, >0. 
ik 


(2.2.9) 


È È È 
Di Paata DO Patya DU Pat <1, (2.2.10) 
1= t= 


lt. ~ 7 Sp <1, (2.2.11) 
1 一 Do Pen Pri * 
J=1 
A 
A 7 Pali) 
Pa = Il i = (2.2.12) 
i=] i- La Prt -jd) 
这 时 自然 有 
四 Puli- l |. 
Eai) Tal Pj aan 
1 - X patty 
] - Pali- 
Xn(Ty-k+t = tnt l)-& a - 
1— 25 baD -i-t 
因此 
& _ Paini 
inh S a-a [| i $ | 
:=1 ] 一 之 prin 
j=1 
由 {2.,2.1) 知 


O< Taat = In — Pal DIn(D-é 


Mr 


§2.2 变 系 数 差分 方程 (TD) - 21 ， 


k Painot | 
E C le 
SS Int s)- £ 1 Fa <= 0. 
Ent) 4 il | i- ao Ë D 
这 也 是 一 个 矛盾 .因此 ,我 们 有 如 下 定理 : . 
定理 2.2.3 MR ot AFR by ie E4 2.2.9), 
(2.2.10), (2.2.11) A0( 2.2.12) Bw (2.2.1) Bea. 
定理 2.2.4 MRA RAT i+ A sn | 使 得 


Sin Ven 2 Ok , lim (sp —r,) = ©, (2.2.13) 
Pa 20,2 © U [rmm ml> (2.2.14) 
AA 
a-l 
o. k +1 o ， 
liminf 20 2; > fest 1 R E U tr etme so Sls 
(2.2.15) 
则 人 .2.1) 振 动 . 


TEAR 设 (2.2.1) 有 最 终 正 解 {x,|, 则 有 no tE n> ny PI r, > 
0. 由 (2.2.1) 和 (2.2.14) 知 有 M 使 得 

Ep > O, En- > O, p41 < rn 天 < U 上 Pa | - 

(2.2.16) 

4 
ee a 
~~ (k + pt 
通过 (2.2.15) ,我 们 可 选择 B>0 A MM, 使 得 


A (2.2.17) 


a~l ao 
E UPS B>A,n 一 Upim t RaSh, (2.2.18) 
ronck mo 
由 {2.2.13) 和 (2.2.18) 知 ,有 正 整数 N Al ye 使 得 


(BYS (2 (2.2.19) 


mo Fh ier r 


60 
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H 
Sm, T Fm, 22 ON + 2)k. (2.2.20) 
H (2.2.14 
1 ani 7 1 m—1l ~ 41) 
r P 7 rs (1 < 
由 (2.2.18) 有 
n-li 
B<t 3) (1 Tt) n € Ig, + ka m, |- (2.2.21) 
1—Ħ— È 
即 有 
L 
E x -( TI Tepe - (+ }' 
BS | k Š, „S! di) =I n— 
从 而 有 
， 
[ SI Bsn E irm + Rees le (2.2.22) 
注意 到 0<B<1, 以 及 
l 1 
man[(1—A)A#] = -一 全 一- AÈ, 
OAs! (1 +)! 
我 们 有 
1 1 
1-BAtB =, 
因此 有 
Br, 
“A S n-k E EA + 2k, + Sou 上 (2.2.23) 


把 上 式 代入 (2.2.1) 中 ,我 们 有 
(2 ) z, < Typ H E E + 3k,+--, Sm, | - 
归纳 可 知 


(By a, <a, Ane Ian + {N+ De, Snr | (2.2.24) 


$2.3 变 系 数 差 分 方程 (ID ， 23 - 


另 一 方面 ,由 (2.2.18) 可 知 有 n* El sm ~k sn ] 使 得 


ft my - 
Meek, Mes ®. 
之 天 之 了 Pe BG 
ry, = 
对 (2.2.1) 求 和 有 
Dy” +] es -k 57 » PX, h <7 > PKn’ k <- 学 = 
w Ie È r= -È 
Hing Thi 
BNA 
Ban! eS, e- (2.2.25) 
Th 
类 位 地 ,由 
my 
Ty +l Ea =T 2 fa; ka p) TS a 
BNA 
全 -ss (2.2.26) 
may 
Hee (2.2.25) A( 2.2.26) £ 
2 
CIN aam 


AT, EA (2.2.24) a Fl 
BY -rf2Y 
(a) < ae? 
30 (2.2.19) F A. ELE. 
§2.3 ” 变 系 数 差 分 方程 (11) 


这 一 节 , 我 们 仍然 考虑 方程 (2.2.1) ,但 这 里 要 求 pp 非 负 .为 
八 述 的 方便 ,我们 再 次 将 方程 (2.2.1) 列 出 . 
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Ax, + pr = 0 n= 0,1,2,.". (2.3.1) 
BA, § 2.2 中 的 各 个 定理 及 推论 也 适合 方程 (2.3.1). 特别 地 ,由 定 
理 2.2.4 有 
定理 2,3,1 WE 
于 一 下 kA+1 
liminf >} p, > feat (2.3.2) 
Fy 2.3.1) Fes. 
当 条 件 (2.3.2) 不 成 立时 ,我 们 可 建立 另外 的 结果 .为 此 , 先 来 看 
一 个 引 理 . 
引 理 2.3.1 设 1x,} 是 方程 (2.,3.1) 的 最 终 正 解 , 量 
a-l 
liminf Sp > M >0. (2.3.3) 
则 有 
2 
z5 > (3) l (2.3.4) 


IERA 由 (2.3.3) 可 知 


最 终 成 立 . FEIEBKH n Hin’ inn" <n k Hig 
De < “m, De, > M 
因此 有 
>> Ë; = > 户 一 See. 
对 方程 (2.3.1) 求 和 , 则 有 


TT x M 
ty Tn + = D Paia oe Tq" 3 ° 2? 
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Ea” -k ~ Ipil = > Pak Z Ank g 
比较 上 面 两 个 不 等 式 , 则 有 
EHE, 
定理 2.3.2 ”如 果 {2.3.3) 成 立 , 且 


limsup Sp >1- (4y, (2.3.5) 
则 方程 (2.3.1) 振 动 . 

证 明 设 |.z} 是 方程 (2.3.1) 的 一 个 最 终 正 解 . 则 jz | BRE 
的 非 增 数列 .从 n-k Ble —1 对 方程 (2.3.1) 求 和 ,并 利用 fx,| 的 单 
调 性 有 

En T Ep- t (Spe, È <= 0, 
或 者 


nal > P; + ~ 1j< 0. 
注意 到 引 理 2.3.1 及 (2.3.5), 可 以 推 知 上 式 是 一 个 矛盾 .证 上 毕 . 
由 定理 2.3.2 显然 可 以 得 到 如 下 结果 ， 


推论 2.3.1 如 果 (2.3.3) 成 立 , 且 
limsupp, >I1- (xy. 
则 方程 (2.3.1) 振 动 . 


$2.4 频率 测度 与 振动 


为 了 级 述 上 的 方便 ,我 们 先 给 出 一 些 常 用 记号 . 设 0 是 一 个 整 
数 集 , 记 2 中 的 小 于 等 于 n 的 整数 的 集合 为 Qt | BD 
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QO = ON Cr,n -1,n). 
EQ = tert mlr € Of. 
a, 8 是 两 个 整数 且 a 硅 8, 令 
of (12) = UEO. 
注意 到 JE EQS ~ m C0. ALA 
j E ZN (AMO) EAZ (BMS -hEN, a<k<B. 
(2.4.1) 

其 中 了 是 所 有 整数 组 成 的 集合 . 


定义 2.4.1 人 0 是 一 个 整数 集 , 如 果 
gn la 
存在 , 记 它 为 a" (0) , 称 为 0 的 上 测度 .类 似 地 ,如 果 
liminf LH 
Pm H 
存在 , 记 它 为 yp . (0), 称 为 0 的 下 测度 . 如果 人 0 的 上 ,下 测度 均 存 
E, H es (= * (0), RB 0 是 一 致 可 测 的 ,并 记 其 测度 为 /:(0). 
CREB | OO? | 表示 OP SER). 
为 了 解释 如 上 定义 ,我 们 看 几 个 例子 . 
例如 ,py (N)=1,42(0) =0, ER OCN GOS pe. (MS 
A (O)S1 SERA RSE OF (0) =0. 
2.4.1 考虑 振动 数列 


tegen = 1(— 1)"* |}. 


n>, r= (nEN 


nE€EN 


| 
KF | ABS 2(Q) = ulr) 


B= 
1 


~ 2 
2.4.2 考虑 振动 数列 
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lz t = {1,1,1,1, - 1,1,1,1,1, ~ 1,0}. 


ey br pe henjas-i] mant, 


设 吕 = | 
(=t, 


iS f:A>R 表示 由 集合 A 到 R MRM EA MEAID Scl 
EWIGE.) Weed) LORRA. 

EN 2.4.2 x= ix, ;是 实数 列 , 如 果 e“ (<0) = 0, UR x 
是 几乎 最 终 正 的 ;如 果 a” C0) = 0, MFE r BLP RAY OR 
x 既 不 是 几乎 最 终 正 的 ,也 不 是 几乎 最 终 负 的 , 则 .x 称 为 一 致 振动 . 

显然 ,如 果 是 最 终 正 的 ,那么 它 也 是 几乎 最 终 正 的 ;如 果 x 是 最 
终 负 的 ,那么 它 也 是 几乎 最 终 负 的 .因此 ,一 致 振动 也 是 振动 的 . 

定 关 2.4.3 r=], = OR 2 * (eS) Se BA x 
BAA LE o 几乎 最 终 正 的 :如果 po cea, BA r RAA LE 
Bw ILE RATAN. RA zx KAA LE o 一 致 振动 的 ,如 果 它 有 相 
同 的 上 度 mw, 且 既 不 是 几乎 最 终 正 的 ,也 不 是 几乎 最 终 负 的 .关于 有 
下 上 度 几 乎 最 终 正 的 概念 可 以 通过 py ;类似 定 义 ， 

Re BAPE 一 致 振动 ,那么 它 也 是 有 上 度 ww 一致 振动 ， 
有 任意 上 上 度 的 一 致 振 动 是 一 致 振动 的 . 

例 2.4.3 考察 数列 

| = {1,4,1, ~1,1,1,1, 1,1. 


EH pe (2<0)=4, 4. (x20) = 2, Bk x ware lupe 


正 的 ,有 下 度 妆 几乎 最 终 负 的 , 且 它 是 有 下 度 二 一 臻 振动 的 . 
接 下 来 ,我 们 讨论 关于 测度 的 性 质 . 
性 质 2.4.1 Q, TENH Oar, IA 
eC Sw), pO) p(T). 
证 明 AA OCT, ROMP Cr’ ,因此 有 
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【ah | fn) . 
p” (0) = limsup LO < limsop Ht = ptr), 
(0) = timing LOL g pining E = Cry. 

aii n-ro H DN o H * 


性 质 2.4.2 WRN, CEN, ABA 
POAT) S a M) + we" (LP). 
同时 ,如 果 ONL =0, AA 
oe (Qt ee CPS. (04+ TS pz. + (LP) 
Spe (+P) <u" (O) +p (P). 
证 明 第 一 个 不 等 式 显 然 成 立 . MRANC HAG, BA 
(N+ PYM.) +4 poo ,于 是 


tal (al 
we’ (a+ 2) 一 limsup 127+ "| 
(nm? ta 
=> limsup £ | + liminf S21 = sQ) +n (CP). 


其 它 情 况 类 似 可 证 . 
显然 ,如 果 OCN, MA 
P= uN) Sp. (N) + 2” (N\O) Eu"(N)=1. 
妨 外 ,由 性 质 2.4.2 还 可 以 得 到 下 面 两 个 推论 : 
推论 2.4.1 ”如果 有 ,PCN, 旦 QQGEP 则 


wD) -u'u (B]e) - u. (0), 


maD) = (0) Sp (ST) ~ es (O). 
推论 2.4.2 如 果品 PSN, 则 

Hel tT- ANDS Tr) 

Se N+ e I)e CANT), 

p +y- NNDS Ar) 

SuN) aT) 2. (ONT). 
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性 质 2.4.3 W Q, CEN, H mr (0) +4. (FP) 之 1, 那 么 
ON DAS EA RS 
事实 上 ,如 果 ONT ER, A e (ON M=0B SNA TYU 
(ONT) WA 
we” Spe NN ID + (ADT) = 2" (NAVE), 
由 性 质 2.4.2 可 知 
l<p (D+ pO Sw’ (NAD) + ee GD = 上 
这 是 一 个 矛盾 . 
性 质 2.4.4 如果 QCN, 则 有 
HED S (P- a + De" (Q), 
x (OQ) EP -a+ Dye, (0). 
”证 明 由 性 质 2.4.2 可 知 
CEOD] KS (B-—a +1)1 (0) | + B- a. 
因此 有 
pa (D) < limint IDU + Ba | oy +Pp-a 


= (P-eatDp.(Q). 
Fi SRA A] HE. 
最 后 ,我 们 将 考虑 差分 方程 
Ar, + pr = 0, vn =1,2,°" (2.4.2) 
的 振动 性 ,其 中 r>0. 
定理 2.4.1 设 有 正 数 c 及 非 负数 w 使 得 
A (pie)=a 守 0, 
HelpP>1-c) > (2r+3)(a + w). 
那么 方程 (2.4.2) 的 每 一 个 解 是 上 度 w 一 致 振动 的 , 它 也 是 下 度 w 
一 致 振动 的 . 
证 明 设 z= jz 是 方程 (2.4.2) 的 上 度 o 几乎 最 终 正解 ,因此 


"30> 第 二 章 — OM A ERR TE 


we” (x0) Sw. 由 性 质 2.4.2 Al 2.4.4 可 知 
1 (NV alp < c ar SO) + pe (oS e Me <0)) 
< uN op < e Ma S0)) + (27 + 3) (a + w) 
<2" (N\ asp < ce Ma SO) + wip >l-c). 
由 性 质 2.4.3 可 知 
(N\ alp < ecer S00) 0 (p>1- ce) 
是 NN 中 的 无 限 集 . 由 (2.4.1) 知 存在 自然 数 n 使 得 n — 2721, p, > 
l-c H 
Bec, «2, >0, n-2rmaisin +2. 
HA (2.4.2)8 norin t2 + r ht Ay <0. A 
Tar Tn lr BE: 
从 而 
0 = tps Tt Pn — En + Ppl = Dart Cb, — Lr, 
Inv) = Xpt? + Pasiqnsi-e = Clip p= ky; 
因此 ,0 之 (c+ p, 一 1)z,. 这 是 一 个 矛盾 . 
WR r= ix! 是 方程 (2.4.2) 的 下 度 o 几乎 最 终 负 解 , 则 有 
Be (20) Sw. 那么 
aloe <c Rr <0)) 
= ps lop < ce) + Cr <0)) 
<p" (gp Sc) tp (esr <0)) 
< (2r+3)p (p Sc) + (2r +3) ua (x SO) 
<= (2r+3)(at+o), 
因此 
we (ON\ oS (p< e Rae <0) = bn (oS L ¢ Bx <0)) 
s=1l—(2r+3)lat+w) >1- .€p >1-c). 
从 而 可 知 
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(N(o3(p < ce 或 x 所 DD))} NN (p>1-e) 
是 无 限 集 . 以 下 的 证 明 类 似 前 半 部 分 .省 略 . 
类 似 定理 2.4.1, 我 们 还 可 以 得 到 如 下 两 个 结果 ， 
JE 2.4.2 BAER c RIENK o 使 得 
ptp <c) =a ed, 


pel p >1l-e) > r+ 3)(a +w) 
则 方程 (2.4.2) 的 每 一 个 解 是 上 度 o 一 致 振动 的 . 
定理 3.4.3 RAER : 及 非 负数 ww 使 得 
x (pe) =a 2d, 
up >1-c) > (2r +3)a to), 
则 方程 (2.4.2) 的 每 一 个 解 是 上 度 w 一 致 振动 的 . 
例 2.4.4 在 方程 (2.4.2) 中 取 


a = 2? EN, 


À n,k EN. 


1, p= 


w (p<4)=0, n (2 >$) 1 > So， 
因此 ,方程 (2.4.2) 是 上 度 一 致 振动 的 , 它 也 是 振动 的 . 
定理 2.4.4 RAEM c 使 得 
ea (Pech) =alo, 
pr (P<sl—e¢)= ù = 0, 


l 
as(pcic Rp<l-c) >atb- 73, 
则 方程 (2.4.2) 振 动 ， 


证 明 设 !zc} 是 方程 (2.4.2) 的 一 个 最 终 正解 ,并 设 nM -2r 
Na, 之 0., 由 推论 2.4.2 可 知 


- 3] >» 
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OC 


x*(N\ ol5(p < ¢ Hep sl l-ci) 
=l—-yp.lor3(p<cMpsi-c)) 
mS 1- (274 3B). fp <c Apals c) 
m1 (2r+30ne (p< e)tp.(pel-o«o) 
—palpSec,pxl—-c)) 
>1-(2r+3){a +b- (a +b- z hq) ]=0. 
因此 NA oC p<ec REPSI- ORARE. dy (2.4.1) A nM W 
n raia t2 pec.p<1-c. 
H (2.4.2) Ml n- rn +2 I Ar 0. AEA 
En r È Xportl U SET, SP Ty 
从 而 有 
O = Ensi ~ Ep + Paty 2 Ent) — Ep + Pnn 
Bil = Ant? PR 2 Pati Xaii-r = Ins 
因此 ,0 衬 (c —14+ 2, )a2, EPP. 
类 似 电 ,我 们 也 有 下 面 结论 ， 
EH 2.4.5 设 有 正 数 c 使 得 
Hlp Zece) =a 0, 
we’ (pe l-e) = 4S, 


HPL c pl -c) > +b -ar 
则 方程 (2.4.2) 振 动 . 
例 2.4.5 在 方程 (2.4.2) 中 取 
- 4, n = 62, 
r=1, p =< 
|Z. n F6k.k EN. 


$2.5 线性 化 振动 “3. 
n {P< 3} L, 
0 


u.(p<yRe<z}=% 


i 


2 6 
满足 定理 2.4.4 的 所 有 条 件 , 因 此 ,这 时 的 方程 (2.4.2) 是 振动 的 . 
$2.5 线性 化 振动 
考虑 非 线 性 差分 方程 
Ar, + Dpflz ad =0, n=01 (251) 
与 其 线性 化 方程 
„+ > Pan- 2 =0, 2» =0,1, (2.5.2) 
EP i=l, 2em, k, 是 非 负 整数 ， H. max| kistke | >0, 
pi € (0,6), (2.5.3) 
£ E COR,R), Je >0, ufu > Oe ~O),u El a,a) 
(2.5.4) 
tim A? = 4, (2.5.5) 


定理 2.5.1 在 条 件 (2.5.3),(2.5.4) 和 (2.5.5) 成 立 的 情况 下 ， 
方程 (2.5.1) 与 其 线性 化 方程 (2.5.5) 在 振动 性 上 等 价 . 
为 了 证 明定 理 2.5.1, 先 看 几 个 引 理 ， 
引 理 2.5.1 R5 N* 20,8 >0 使 得 
Moe NN, ys os tty Men & [0,8], ETETA #9 
时 有 fC, ui, Hs ym) PO, i = 1,2, 0°, pr, “ea, Ot fn, a), 
Wash gy 成立, 方程 
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Ax, + f(t tpg Tn ) SO (2.5.6) 
AER |z; | ,使 得 xz: 所 8 成立, 那么 方程 
Ag, + fly sn * snk = 0 (2.5.7) 


有 正解 izi ,使 得 x, 所 x* 对 所 有 大 nn 成 立 . 
证 明 令 N=N* +k BAH nEN-k hir! ERRA, B. 
lime, = į} € [0,%). 
对 方程 (2.5.6) 求 和 可 知 


i+ DFG safes zj- k, Pari, nN 
了 一 1 
令 
Q = BEME 0S vy, St, nN} 
且 对 任意 的 | E9, FE SLY, brew —ad F: 
ny RƏN, 
nay 
yn 十 一 TN o» N 一 kand N. 
SER, Si nN -k WA OSY, <2} , B24 N-k<n<N HAY, >0. 
按照 如 下 方式 在 Q 上 定义 算 子 T; 


TD oY) nN, 


由 的 单调 性 自然 当 | |， EAMEL B ATS 
TY, RY ly, FE QUIS, A DTe Sort .考虑 序列 ， 


fae = deh, afi = {RD gana 
由 归纳 法 可 知 , 当 nN 时 
Os ol? co 7G) Stn, @= 1,2," 
因此 有 


T= limzt?”, nN 


FER iz, EQ, RETI E 
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tn = E+ DAG yaa ), nN. 
Bll ja, EAO. DREA. FEH nN 时 zx, >0. 
如 果 i>0. ERAR. 如 果 0 BA NAE, a N- 
RN 时 ,zr >00, ryt =0, AA 


0 = ay = DFG g Ta) >O. 


这 是 一 个 矛盾 .证 华 。 
由 引 理 2.5.1, 我 们 自然 可 以 得 到 结论 ， 
方程 (2.5.2) 振 动 的 充 要 条 件 是 


Ar + >} Pr, XO (2.5.8) 
i=1 ; 


无 最 终 正解 . 
另 共 ,由 定理 2.1.1 也 可 得 到 结论 : 
方程 (2.5.2) 振 动 的 充 要 条 件 是 


A—1+ Spank = 0 (2.5.9) 
TER. S 
32.5.2 定理 2.5.1 HAFIR, EWE 
Arg + (1 — e) X Pira = 0 (2.5.10) 
振动 , 则 方程 (2.5.1) 振 动 ; 若 方程 “ 
Arn + (1 + e) DP pes =0 (2.5.11) 


有 非 振 动 解 , 则 方程 (2.5.1? 有 非 振动 解 ， 
WEAR 由 (2.5.5) 知 ,存在 6>0 使 得 uC (0,8) it 
-eju Sfl) +e), i= 1,2,. 
类 似 引 理 2.5.1 的 证 明 可 知 结论 成 立 ， 
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引 理 2.5.3 ”车 方程 (2.5.9) 无 正 根 , 则 有 0< so<1 使 得 当 
lel <e ht AH 
A-1+(1—e) D)pa* = 0 (2.5.12) 

也 无 正 根 . 上 

证 明 > F(A) = a-1+ Dea, 由 于 方程 (2.5.9) 无 正 根 ， 
故 易 知 当 >0 时 ,F(A)>0 Bh = mim F(A) HEF AWE. i 
F(A) = 天 ,于 是 有 

A-1+ SIPA TE > Flap) =A, A>O. 

做 关于 e ,A 的 二 元 函数 

Gle,A}=A-1+0- e) Spa’, e E (-1,1),a >0. 
显然 G’,(0, Ao) = 0. HARRA EEM, E e = 0 的 某 邻 域内 存在 的 
连续 函数 A=Ale), 使 得 lima(e)= Ag. 从 而 有 
liml A (e) ~ 1 rU- Dale |= ào-1+ >) pagt =h. 
因此 有 0<eo<1, 使 得 当 |s | <q Bt 
Me)-1+0- ©) pale)” >4, 


即 当 | e| < so 时 方程 (2.5.12) 无 正 根 . 

定理 2.5.1 的 证 明 : 若 方程 (2.5.2) 振 动 , 则 方程 (2.5.9) 无 正 根 ， 
由 引 理 2.5.3 可 知 ,方程 (2.5.12) 无 正 根 .这 样 一 来 ,再 由 引 理 2.5.2 
可 知 方 程 (2.5.1) 振 动 . 

如 果 方 程 (2.5.2》 有 一 个 最 终 正 解 , 则 方程 (2.5.9) 有 一 正 根 .这 
RR A 0< eg <1 使 得 当 |e | < Eq 时 


一 1+ft+e)y2 pa’ =0 
i=l 
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有 正 根 . 即 方 程 (2.5.11) 有 最 终 正 解 .由 引 理 2.5.2 可 知 方程 (2.5.1) 


有 最 终 正 解 .证 毕 . 
定理 2.5.2 Xt a,b >O, 
Cn 一 min, pl fee ays an) ’ 


Sje 二 oo， (2.5.13) 
型 二 用 
旦 有 正 数 6 和 非 负 数列 {p(n)|,… Lb Cnt, NE 
(fai i) S Dp > 0, 0< ww KS, 
f=] 


Dre) = > pnw, >0, O> ujt, um - 6. 
i=l 
(2.5.14) 
若 方程 
Ar, + PATACO = 0 (2.5.15) 
i-Il 


振动 , 则 方程 (2.5.7) 振 动 ， 

证 朋 设 方程 (2.5.7) 有 一 个 最 终 正解 , 则 存在 NO, .使 得 当 
1 之 NN 时 ,zx -4 之 0. 于 是 由 方程 (2.5.7) 可 知 当 nN 时 | x1 是 单调 
减少 的 .从 而 有 lima, = £€[0,0¢). (2.5.7) RMA 


(may DAG aay stig) = 8. 
(2.5.13) RAR. E 因此 7 =0. 于 是 由 (2.5.14) 及 方程 (2.5,7) 有 


Ar, + Dan) -s SO. (2.5.16) 


再 利用 引 理 2.5.1 可 知 ， 方程 (2， 5.7) 有 一 个 最 终 正 解 .矛盾 .证 毕 ， 

由 定理 2.5.2 的 证 明 过 程 是 然 可 得 直面 结论 ; 

定理 2.5.3 ”如 果 对 任意 的 正 数 8S>0 有 (2.5.14) 成 立 .是 方程 
(2.5.15) 振 动 , 则 方程 (2.5.7) 据 动 . 
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事实 上 ,类 似 定 理 2.5.2 的 证 明 必 有 line, = 26 (0,0). RE~ 
来 ,由 方程 (2.5.7) 可 知 (2.5.16) 式 成 立 . 由 引 理 2.5.1 可 知 方 程 
(2.5.15) 有 一 个 最 终 正解 . 

定理 2.5.4 RAER è 及 非 负数 列 | pi (nan)! ,…, | 志 , (nn )| ,使 
得 

O< fin, ups, uy) E DiC O< wy, a, SS, 


A fF ey. ip 为 非 减 函数 . 如 果 方 程 (2.5.1$) 有 一 个 最 终 正 
解 . 则 方程 (2. 5, 7 有 一 个 最 终 正解 

证 明 设 1> | 是 方程 42.5.15) 的 一 个 最 终 正解 , 则 存在 N 使 得 
当 " 衬 六 时 > ->0, 于 是 由 方程 (2.5.7) 可 知 , 当 # 关 N 时 fy | 是 
非 增 数 列 .从 而 有 jy _ JAR. OM 足够 大 使 得 


vn 
Vn = yy Ss: nN. 


显然 , 131 也 是 方程 (2.5.15) 的 一 个 解 ,这 样 ,由 (2.5.17) 可 知 
AY, + fn Inky ) SO, nN. 
H51 2.5.1 可 知 结论 成 立 .证 毕 ， 
由 定理 2.5,2 和 定理 2.5.4 显然 有 如 下 结果 . 
定理 2.5.5 对 于 差分 方程 


Ax, + > pf 2) =0, n=0,1, (2.5.18) 

其 中 j=1,2,: moih Cn) | 是非 负数 列 ,FE CR,R), 当 2 天 0 时 有 
blu) 50 B02 5.5) 式 成 立 , 设 

> Lala) = ©, Sila; >0 (2.5.19) 


有 正 数 3 使 得 或 者 有 
0<z< 上 Fa sz， 了 单调 增加 
或 者 有 
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O>u>-8, Auzu, 天 单调 增加 . 
那么 方程 (2.5.18) 振 动 的 充 要 条 件 是 方程 (2.5.15) 振 动 ， 
注意 ,定理 2.5.5 当 户 (nn) 变 成 常数 时 也 不 同 于 定理 2.5.1. 定 奸 
2.5.1 并 不 和 要求 的 单调 性 . 
最 后 ,作为 应 用 我 们 考虑 离散 Logistic 方程 


na = 2 [ACn) — STB nx, , |, (2.5.20) 
=O) 


FP LA Cnt, (By Cadi, ee 1B, (a) BERS, |x*! 是 方程 
(2.5.20) 固 定 的 正解 ,如 果 方 程 (2,5.20) 的 任 一 正解 iz, | PR a, - 
a, | 振动 , 称 方 程 (2.5.20) 关 于 |x* | 振动 . 
EH 2.5.6 ilr; | 是 方程 (2.5.20) 的 - -个 正解 , 且 有 
DE (2.5.21) 


1-0 n= 0 Cntl 


那么 方程 (2.5.20) 的 每 一 个 正解 关于 |x* | 振动 的 充 要 条 件 是 方程 
SB (ne Yn- =O _ (2.5.22) 


at] f=0 


Ay, + 
证 明 Mi ,那么 方程 (2.5.20) 蛮 为 
Ag, = In 二 
Tees 
显然 ,方程 (2.5.20) 关 于 ixr; {振动 当 且 仅 当 方程 (2.5.23) 振 动 . 


令 


LIAD = SB Gnas, eu |= 0. (2.5.23) 


{An )- > DB date], 


In, us" mn) =- In 


nt] 


PL) CR)T M. 


BEN, ug. te) = fn ups ty) = 


因为 ix* 1 满足 方程 (2.5.20) ,因此 有 


Tatl, 
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Ou 
7 Atn)- SO) Biri e 
r70 
B, (nak; 


_ BCaja, 2% E 
Aln) 一 21 Bn) rie A{n}— SB, |; 


Bin) O zp , 
m 7 = BCnjaxp-, 


atl 


显然 
< < 0， tips tls tt < O, 


AU, 


H 
gin, 0,0) = Û, 


x 
Vy pty» Ha" a thy < 0. 


O > fli, ug, a, ty) a 


n+l 了 = 
MERETE B Cn) xng" 
a = ———4 > 0, iy" a Hya <0 
Aln) 一 LBD et 
Ifin, 0,0) _ O Bodri, 
Ju, T m 
Aln) ~~ Y Biada. 
reo 
Zy 


= ~ B, ndri - ED Hy, C O. 
+1 


it 


E. 
4 mg fer = Ma) =I. 
Hy u x, 
" Swat ite; 
a =) 


这 样 一 来 ,由 定理 2.5.2 和 定理 2.5.4 可 知 结论 成 立 , 证 毕 . 
考虑 方程 
t+ = Ax, (1 — 2 Br ， (2.5.24) 
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其 中 AE (1,©),8,€ (0,0), m 是 非 仙 整数 ,i =0,1,…,m, 这 时 ， 


ot - -l 是 方程 (2.5.24) 的 解 .因此 由 定理 2.5.6 可 知 
A> B, 


推论 2.5.1 方程 (2.5.24) 关 于 x" 振动 的 充 要 条 件 是 方程 
Ay, + Ar” > Boe = 0 
振动 . 


§2.6 非 线 性 差分 方程 的 振动 性 


这 记 中 将 考虑 非 线性 差分 分 不 等 式 


Ar, + a(n)x, + uh |] | Sn ey(n) | SEATa- (yn) SO, 
n = 0,1,., (2.6.1) 
其 中 将 引用 条 件 
CH): ia) tok BOI , 
CHa) iPr Ga) i Foo. An) a ETE R A], 
(Ha): 0519 atm EER HA 


S'a, =1, j= le, È, 

CFAg) sty 90) 5°05 Tim (EEE ne) ERASE th Be By RA, H 

满足 
rytn) 0, limta — rs(n)) = œ, l=Lisk lass m, 

(Hs}:r” = sup} ty (2) | ENE: TEJE n= | . 是 一 非 负 整 
数 ， 

方程 (2.6.1) 的 一 个 解 是 实数 到 | |, OY 0 时 满足 
(2.6.1) 式 ,如 此 的 一 个 解 当 mn <1 最 终 成 立时 , 称 其 是 最 终 Subnor 
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mals M 24 r, <1 最 终 成 立时 , 称 其 是 最 终 严 格 Subnonmal. 
设 ji 是 方程 (2.6.1) 的 一 个 最 终 正 解 ,那么 存在 Nee 使 得 
m aN- r* Hf, r, >20, 6 


Ar, 
Wy =~ noezN—r*, 


H 


那么 


0< HH S oo aN- r', 


En 


BD | wt 是 最 终 严 格 Subnormal H. 


I E- aal wn) nN. 
代 人 方程 (2.6.1) 中 , 刚 有 
wn an + San TT it - aN. 


pol sear in) (I w) 
(2.6.2) 
定理 2.6,1 若 方 程 (2.6.1) 有 一 个 最 终 正解 , 则 方程 (2.6.2) 有 
一 个 最 终 不 小 于 1a(n) | 的 严格 Subnomal 解 . 道 命 题 也 成 立 . 
证 明 ”如果 tw) 是 方程 (2.6.2) 的 一 个 最 终 不 小 于 a(n 的 严 
格 Subnomnal 解 , 则 存在 N. IE nN - rf, aln) Seni S 
In=1, 


tet = TTG a), noe N. 


它 是 方程 (2.6. 1) 的 一 个 最 终 正解 
N 是 不 小 于 “的 整数 ,定义 wl = a(n) n20, 


n-l 
wn? = a(n) + Sao TI H —l nN, 
i= 一 上 s=rn-r tifa) (1 一 w: ye 


(2.6.3) 
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wy ttl) = wth, n<N. 
为 方便 起 见 ,我 们 称 方程 (2.6.3) 是 方程 (2.6.1) 的 伴随 关系 . 
定理 2.6.2 方程 (2.6.2)? 有 一 个 解 |o | E aln) Sw, <1, 
nN- r* >0, 当 且 仅 当 方 程 (2.6.1) 的 伴随 关系 的 每 一 项 | wn i 
Balm So <1, nN, ANP RAB Subnormal 数列 . 
证 明 ije, eA 2.6.20 -PRARE alan) Sa, <I, 
noeN—c* 实 0, 方 程 (2.6.1) 的 伴随 关系 满足 


a(n) = wV La <1, nN-r’. 


同时 
S 1 
O- wj SU a) SNE 
于 是 
P= amaw Dawl Í rp e 


< aln} + Sad oll ii T 一 jz, Sons n N. 
类 似 地 ,有 


a= aln) + Dp ,TT Tl 一 
in Let — w; Yy 


Samt DaT Th abi =o? < 
fel r-n- ri C1 we, jh 
由 归纳 法 可 知 
wh wl go ian Cl, nN. 
相反 ,如 果 每 一 个 of 是 严格 Subnomal Ff of? | EU 
fu.1 ,2 之 六 ,由 前 商 的 证 明 可 知 
wh < wl <Su, <1, nN. 
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由 Lebesque 定理 对 (2.6.3) 式 两 边 取 极限 , 则 有 


tin = a(n) + Ya I il asa nN. 


a E E qo) 
(2.6.4) 
证 毕 . 
由 定理 2.6.1 和 定理 2.6.2 我 们 有 
定理 2.6.3 方程 (2.6.1) 有 一 个 最 终 正解 , 当 且 权 当 方程 


k m, 
Ar, + aCn a, + Seo TT | tn) | 7v nr tn) =0 
r-] gol 


(2.6.5) 
有 一 个 最 终 正 解 . 
在 方程 (2.6.) 中 ,如 果 a(n) =a, p(n) =p, >0, r (n) =r, FB 
么 方程 (2.6.1) 变 为 


È Be 
Ar, + ax, + btn) I] | £p- ron) | SEMI Ca) =0, n = Q, 
Fal fol 


(2.6.6) 
目 对 于 足够 大 的 N, tol? Py BW als ba 12. Boye BSI 
fey Th} =e =a tA AE 


由 归纳 法 可 定义 ,1o=0 


Aus = Sata aye Me b= Oly. (2.6.7) 


这 时 fo 名 | 号 ARTERA a + 1 21 FRA FAR. 
定理 2.6.4 方程 (2.6.6) 有 一 个 最 终 正 解 的 充 要 条 件 是 。<1， 
且 由 (2.6.7) 式 定义 的 序列 14,; , (46=0) 满 足 
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atiati eua] 


ERAF, l-a). 
因此 ,如 果 方 程 (2.6.6) 有 一 个 最 终 正解 ,对 (2.6.7) 式 两 边 取 极 
限 可 知 , 方 程 


上 Shae 
A= Med-a-ay A (2.6.8) 
在 (0,1 一 a) 内 有 正 根 4* ,相反 如 果 方 程 (2.6.8) 化 (0,1 一 a) 内 有 根 
A* ,那么 a 万 1,41>0. 同 时 有 


£ NA 
O0<a, = > 户 (1 -ea) A 
=L 


<N all-a- Ay m=. 
归纳 可 知 A <A" t2, Bie? | ET SER A, | eA. 
Fae 1A, EO. Ea. EE, FRR (2.6.6) 8—0 R E 3 
要 入 件 是 方程 (2.6.8}) 在 (0,1 一 a4) 内 有 根 . 
另 一 方面 ,由 定理 2.6.1 可 直接 得 到 如 下 结果 : 
推论 2.6.1 如 果 有 常数 o<1 和 N FETE, 使 得 


a > an) + pn bw) ae, n => N, (2.6.9) 
则 方程 (2.6.1) 有 一 个 最 终 正解 
因此 ,如 果 
aln} =, Doar) = x >0, laisse, 


AOE < 1 


方程 (2.6.1) 有 一 一 个 最 终 正解 
确实 ,这 时 (2.6.9) 式 满足 


noe N. 
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rv 


È 
2 PCa) < max wl = w) = Otor 


[ay 是 方程 (2.6.9) 的 一 个 严格 Subnomail 解 . 

再 由 定理 2.6.1 和 定理 2.6.2 可 得 如 下 结果 . 

推论 2.6.2 如果 对 任意 的 N, 都 有 nN 使 得 方程 (2.6.1) 的 
伴随 关系 对 某 一 :20 有 的 六 1 那么 方程 (2.6.1) 无 最 终 正 解 . 

因此 ,如 果 对 任意 的 Nec * ,有 nN 使 得 wot = a(n) Lei 或 
者 


wo = a(n) 十 Sal TI qty 2h 


1=1 sb 
则 方程 (2.6.1) 无 最 终 正解 . 
定理 2.6.5 RA Neer” RBM r 和 a ,存在 ,使 得 
inf a(n) Sa. > oO, 


NN-r 


OS arn << ton EN- r* >0, 1<i<e, 
rail 


. 1 k -Yag | 
inf POOLE as p) | > |， 
i=] 


(2.6.10) 
那么 方程 (2.6.1) 无 最 终 正解 . 

证 明 设 iw 是 方程 (2.6,1) 的 伴随 序列 .由 定理 2.6.2 可 知 
iws 站 是 单调 的 .不 失 一 般 性 ,我 们 说 对 每 个 }w 个 | 它 是 不 小 于 a(n) 
的 严格 Subnormal ,注意 到 如 果 a. 1A oa (nea. SA 
推论 2.6.2 的 结果 可 知 结论 成 立 . 如 果 o = aln) a, nN- 
r” ,那么 

wo = a(n )+ Vat il a2 


3l: -a-r (n) Cl 
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a-l 1 
= aln) + Sao Il Il »(l-as)% 


J-1l :+= nar E 
tH 
J 


arin) 


È 
~a(n)+ Mp- a,) AA 
+ 一 1 


ma(n) +p, noeN, 


HE 


k -Yazin 
Hi = inf p(n -a mai ahi ` 


I 一 rl 


因此 有 wa. t+ p WR a :+p 之 1, 结 论 仍然 成 立 .归纳 定义 


Se, Ln) 


rel = int add =a, = Fie i= 1,2,°"', 
mow r” 
(2.6.11) 
那么 有 
o aln) t a, n>N, Èl. (2.6.12) 
H 


wi? Sa. t fh, nN- r, tl. 
类 似 地 ,如 果 对 基 一 上空 1 有 a + 司空], 缚 论 成 立 . 
as <1 Has +p, <1, 121 RTBU 0< pepe Ss 
l-ar, WE, p20. 如 果 p=0, 则 有 1x,| 存 在 使 得 


È 
lim > p(n, — ü, -Sap = ü. 
=e ed 
Rue =(1-a.) 2 MA0 l-a, H 


lim 47 bn, Xl ~as- p); Sagn 


1 一 了 


> H 
2 AGI -aÀ A o, 
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这 柯 (2.6.10) 式 相 和 矛盾. 因为 u >>0. 因 此 


aT in) 
m= inf Late Y-a, - p) -Xos 


A=- r 


> ik YAU- a, yes ay 


teeth 5 


归纳 可 知 0< py Spo l-as F "= lima WMR pe * <1 - 
ax ,由 (2.6.11) 式 必 有 


u*= ink AGM ae -we Na, 


TT- 所 一 r“ 


这 又 与 (2.6.10) 趟 相 矛 盾 , 因 此 ge =1-a@,. fax hy (2.6.12) sty 
Me? San) t+1—-a,221. 由 定理 2.6.2 知 方程 (2.6.1) 无 最 终 正 
对 于 固定 的 n 宇 N 一 +t*， 


b(n) Ta 7 wn re ° Bi 


oc 
在 点 p=(1~a。)(1+ oory(n))-! 达 到 且 等 于 
PAC 
(l-a, ER (ra) ) nn) i 
其 中 , z,(n) = Varl Lo Lin SO. 


因此 ,如 果 
Bin ya + rin) jlt 
liminf > i (1 a PAE a 1, (2.6.13) 
则 (2.6.1) 无 最 终 正解 FEI a (2) S0,7;(n Sr 时 (2.6.13) 变 为 


niet 21 (2) > aaa 


$2.6 非 线 性 差分 方程 的 振动 性 "49. 


另外 ,我 们 采用 几何 平均 值 和 算术 平均 值 的 关系 有 
2 PG -as — py” 


È 4 | 4 ‘ yit 
> Daw FI ay p) th 
一 1 


+ 工 | Xf, } 天 
一 k | > p(n) i | 之， u 1 a. _ | 
inf 1 1 Cri) + Dt 
ri ul — a, — y) ein (1 aY rn) ™® 
因此 
,Vs liv 1 (rta) + DAF 
(2.6. DERAF. 
定理 2.6.6 sup a(n)=a" <1. 
sup | Spd a" yen >0, 
aa r” ? 一 
且 有 常数 oE (0,1 一 a * ) 使 得 
sup {i> Jpn- a" ~ p) Solei (2.6.14) 


下 一 Tt 


则 人 2.6.1) 有 一 最 终 正解 . 
证 阴 i fee 是 (2.6.D) 的 伴随 序列 ,注意 到 
wi = a(n) + > p01 il TO 
pe 1 s=n-r in} 4 X 


Sala) t pr RƏN, 


» 50 ， PE -- Brite ay Bae st 


wP <a> +g nN-r’, 
其 中 
Pl sup, SADA- a" y Jeso, 
nN- rr 1—1 
由 假设 知 


Sas 村 
0 < gi sup Sana" - p) A L y 
归纳 可 知 ,定义 


È 
Pie] = sup >) ACIE -a 一 Ge) ) San i= 1,2,…- 
mu- 7-1 


(2.6.15) 


wt? << aln) + gy noe Nit Sl. (2.6.16) 
uA Sat +g, nN-r’ tf 1. 
由 (2.6.14) 知 0< 9, Sees Se. RE, (2.6.10 u Ka + 
ga" + p. HEA 2.6.2 知 命题 成 立 ,证 毕 . 
作为 这 节 的 最 后 ,我们 建立 -一 个 比较 定理 , 为 此 考虑 比较 不 等 式 


m+ ACD In + È PD [E Ly, — dln) | “senn; <O,n LO, 


(2.6.17) 
FH AG) | ESRI POD e, iP, Cn) EIET RA, oala), 
Dim (RET zj (nn) 满足 类 似 条 件 . 类似 (2.6.1), 我 们 也 可 建立 
《2.6.17) 的 伴随 序列 | We 1 
WO = 4 人 (arm0t = 0,1,2, 


Mt 


We? = A(n}+ > Seo] il GOT N. 


了 = La 上 一 


82.7 振动 解 的 浙 近 性 : 51 : 


Hw = Wo nN, 
定理 2.6.7 WR 
a(n) LAG), ryn) = alna), pn) S P,a), 
REIL jA, n 0. 如 果 (2.6.17) 有 一 个 最 终 正解 , 则 
(2.6.1) 也 有 一 个 最 终 正 解 . 
确实 ,如 果 (2.6.17) 有 一 个 最 终 正解 , 则 有 


AA r, acl o 1 
maw t BPI ,om 
有 一 个 严格 Subnomal 解 {W,| .而 


1 


让 an 
Wo Aln) + > Pin) UI wl, (1 WwW) 


a(n) SNA! IT l 


pal s=m-r in) (1 一 uw, ev 
由 定理 2.6.2 知 结论 成 立 , 证 毕 . 
如 果 将 定理 2.6.7 中 的 条 件 cy ln) =o (aAA ty Cada, 
(na) .那么 (2.6.17) 有 一 个 非 半 最 终 正 解 , 则 (2.6.1) 有 一 最 终 正 解 . 
RS ACn) = afn )=0 时 不 受 任 何 限制 . 


§2.7 振动 解 的 渐 近 性 


考 虚 带 有 强迫 项 的 差分 方程 
Insp — In + POND rst) = En) nN = 0,1,2,.., (2.7.1) 
其 中 | p(n)17_o 和 ig(n)1?.o 是 实数 列 ,ialn)} 是 zs0 的 整数 值 盟 
BHIE lima (n) = co f EREI R A0 时 有 好 (zx ) >0. 
本 节 中 将 考察 方程 (2.7.1) 所 有 振动 解 的 有 界 性 和 趋 堆 性 . 这 方 
而 的 工作 是 有 价值 的 .因为 如 果 再 加 (2.7.1) 非 振动 解 类 似 性 质 , 我 
们 可 以 得 其 所 有 解 的 有 界 性 或 趋 零 性 . 
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(2.7.1) n20 hf ola) Sn, ERER R, AREER HTE 
性 和 唯一 性 是 显然 的 . 当 a, = info(n) > - om rte. HT, RTE 
设 {2.7.1) 满 足 叭 一 存在 定理 的 条 件 . 

为 方便 起 见 , 我 们 记 at 一 maxla,01,a = ~ maxia,01., 数列 
jj- 的 一 个 正 弧 是 指 有 a ,8 使 得 a 所 i 所 8B 时 ,zx,>0 iit x,_,<0, 
29-10, 7299 ela, p) = totar yap! s HILLEL. AEN 
TEM rla, HH rls, t) MIR | xp, 2 941,77. 2, | PIE E, E 
cla, Pie xr(s OM IER. AER MH, WR 2, BRA 
正 的 子 列 , 则 xz AEM FY). HAI, S A= [a lr, S0, nal, BRA 
QElasa tl ol, FRA a 使 得 x -10, m x, >0. mR Tq+1 0, 
WA B= x+1. 和 否则 ,有 m 使 得 x 141 0, ,zx Oz 4 SO. ae 
f=m. AANA, A x 的 唯一 正 弧 列 1zfa,, aO, 
Maa, A) Æ rlan Ga BERTE. WR i 


limsup.r, = g >Ü, 
WWE SM FF] Jels) i-1: 使 得 TDax 2; >S oe lim supr, = oo ,类 
WER EMTA Csu) ,使 得 max ay = ma 且 单 调 发 散 到 


= .如 果 r 振动 且 有 人 负 的 子 列 ,我 们 会 得 到 类 似 的 结果 . 于 是 当 
an |7- 振动 且 limsup| a, | = >0. MA ERI | (5; ,,)) “1, 使 得 


max la| > (RA RII] | x Cau, EL -! 使 得 max lz; | >= 7 ); ;如 
时 | Ra :振动 且 lim sup| 2, | = oo WA EMA LCs, tye. “ie 
Te max |x; | =m max hol 且 单 调 发 散 到 co( 或 有 负 弧 列 | baru; , 0; ) || 使 
得 mx Lay! mx 15| 且 单调 发 天 到 co), 当 一个 振动 数列 的 相信 


强 列 转行 {x(a, Bi Aa RI i 有 正常 数 ¢ 使 得 所 人 ,这 上 时 
称 x 振动 距离 有 界 c .周期 振动 数列 就 是 一 个 振动 有 界 数 列 . 


$2.7 振动 解 的 渐 近 性 > 53° 


设 |z4} 征 (2.7.3) 的 有 界 振动 解 , 且 设 sup ti = M, 
limsup| z, | > 2a S0, (2.7.2) 
由 前 面 的 讨论 可 知 ， 有 HFBSBM A jelas, BE. PER 
M; = max max, lgl = lay | > o, 2 = 1,2,0. 
对 {2.7.1) 从 a 一 1 到 z-i 求 和 , 则 有 


7,71 zl 


ky ~ Toe-l =~ È PS Eo) + È BQ). 
AM | xy |S] zy — 24-1 于 是 有 


M, = | rr S 5 FICH Cree) f + 了 |g(7)|., (2.7.3) 


如 果 设 FRA LSC a) SA ) WA 
I flag) | S fCl ag |) AM). 


于 是 
o< M SIM) >) POl > leG). 


于 是 有 如 下 结果 | 
定理 2.7.1 I fr) | <fClazl), 


BIA <m leo < (2.7.4) 


则 (2.7.1) 任 一 一 有 界 振动 解 |z | 满足 in = 
定理 2.7.2 jE RE 2. 7.1 的 条 件 成 立 ， o(n)Sntl A 


lim sp2 _ P< æ, (2.7.5) 


T —e 


则 (2.7.1) 振 动 解 是 有 界 的 ,因此 定理 2.7.1 的 结论 成 立 ， 
证 明 设 fzx,| 是 (2.7.1) 的 无 界 振动 解 ,ix(a;, 8B.)i%> 是 其 相 邻 
IF], S 
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M; = max lgl, 221. 
a, SPH 


由 ie 的 无 界 性 ,如 果 必 要 我 们 可 选择 一 个 子 列 使 得 | | 非 减 并 发 
BEF Co .因此 

M; = P la] = , Mex, ER 
其 中 M, = | xy | .这 时 ,显然 也 有 (2. 7 3 成 立 而 ec(z) 委 2+1, 于 


是 ， 
max | flac) | S „max FC ERA i ) s f(M;}. 


vane 
<A ah PRIO (2.7.6) 
6 1 一 oo, 则 有 B 
1 < P lim 3) 20) tH tim Le = 0. 
这 是 一 个 矛盾 .证 毕 ， 和 


例 2.7.1 考虑 差分 方程 


1)7* n'(n +2)+ 
ni(n + Dr ' 


它 显 然 满足 定理 2.7.2 的 条 件 . 因此 它 的 每 -一 振动 解 趋 于 零 . 事实 
上 ,|(- D" 二 ,就 是 它 的 解 

我 们 注意 到 , 当 oc(n)=n+1 时 ,对 了 用 不 着 任何 多 余 的 限制 ， 
(2.7.3) 可 被 下 式 代 替 


1 
y+ a Ep + yl ent = { 一 


oI 771 


M.<f(M) >) p> G) + >) IgG) 


fea =a -l 


<M) X o (j) + > ， gl). 


J= l 


T{2.7. 6) 4B H 
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<r Gt gD lel. 
定理 2.7.3 Rik e(n)HantiFA 
Sip Gee, Sleli)| < oo， (2.7.7) 
=0 


J-i 


则 (2.7.1) 的 有 界 振动 解 1z,1 满 足 lim.z, = 0 
定理 2.7.4 定理 2.7.3 的 条 件 及 (2.7.5) 成 立 , 则 定理 2.7.2 
的 结论 成 立 . 
ASR jr, | 是 2.7.1) 振 动 距离 有 界 c 解 , 则 {2.7.3) 变 为 
s < MAM >) pO) + XPO), 


1=« -| 


(2.7.6) BA 


1< 4M) 5 pG) t O 
EH 2.7.5 BEIKO, H 


ntctl 


lim 2 | 疡 (7)1 = lin leG| = 0, (2.7.8) 


WW (2.7. 有 界 的 振动 距离 界 c 的 解 |z 1 满足 lima, =0. 如 果 另 加 条 
件 o(n Sn +t 上 且 (2.7.5) 成 立 , 则 (2.7. LAIR HEBER c IREL, | 
是 有 界 的 ， 

类 似 的 ,我 们 也 会 有 定理 2.7.3 和 2.7.4 的 类 似 结果 . 

在 (2.7.1) 中 ,如 果 强 人 项 蛋 为 零 , 这 时 (2.7.6) 灾 为 


f(M,) <5 
= AP S oo 


于 是 , 当 
ntitt 
limsup 2) PU) | < $ (2.7.9) 
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时 ,我们 得 出 矛盾 ， 

定理 2.7.6 “” 设 (2.7.5) 和 (2.7.9) 成 立 , fC lal) fl), 
stmossi+l 则 (2.7.1) 有 振动 距离 界 的 解 是 有 界 的， 

n=), p(n) 20 t, E Gon) 1B AG (On) = g(a), lat 
(2.7.1) 的 最 终 正解 ,这 时 有 

Ata, — Gln)) == Pin Tam) SEO 
最 终 成 立 . WR GOD | A ABLE FAI GOm,)} We, -GON E 
终 不 是 非 正 的 . 否则 ， 
0 < Xn, =. G(az) 0. 
FEFE, TE x, -G(a)>>0 最 终 成 立 ,从 而 有 
ty > G tn), 


所 以 ， 
ACs, Gn =- POD) Fri) E- DODIG? Ca(n))). 
从 充分 太 的 N 到 对 上 式 求 和 , 则 有 
0>- (agi G + 1) E- ay + GIN) + Sp)FG! Cotn))). 
于 是 可 知 , 当 E 


LPA (o(n))) = ONG (oln))) = 00, (2.7.10) 


MC. 7.1) 的 所 有 解 振 动 . 
特别 地 , 当 p(n en ,方程 
i 


Az, + p(n)ras! 一 【一 Delz +I? +] (2.7.11) 


P GC2) = (- 1)" /n?, RE 2.7.5), (2.7.7) 2.7.10). 因此 ， 
(2.7.11) Mira tea ABE. 


$2.8 注 id 


定理 2.1.1 由 Ladas 在 !1S] 中 获得 ,有 关 这 方面 的 工作 可 参看 


$2.8 注 记 ”37 


[16- 191. 定 理 2.1.2 和 2.1.3 由 Jarcs 和 Stavroulakis 在 [20] 中 求 得 ， 
推论 2.1.1 则 首先 由 Ladas 在 [15] 中 建立 .定理 2.1.4 和 2.1.5 取材 
于 Lin 和 Cheng[221, 方 程 (2.2,1) 首 先 由 Erbe 和 Zhang 在 [14] 中 考 
虑 ,参看 [24-32] .定理 2.2.1 和 2.2.2 由 Zhang 和 Cheng 在 [24] 中 建 
立 , 定 理 2.2.3 则 是 新 的 .推论 2.2.1 首先 被 Yu,Zhang 和 Qian 在 [261 
中 给 出 ,推论 2.2.2 是 新 的 ,定理 2.2.4 可 在 Chuanxi Ladas 和 Yan 的 
.25] 中 发 现 .定理 2.3.1 首先 由 Ladas 等 在 ! 加 1 给 出 . 引 理 2.3.1 先 见 
于 |26] 和 [27] ,得 他 们 的 证 明 过 程 有 错误 ,反例 见 Cheng 和 Zhang 的 
L295] ,本 必 的 证 明 采 用 了 Domshlak[28] 的 方法 .定理 2.3.2 则 来 源 于 
Stavroulak 的 [31].&2.4 取 自 Tian,Xie 和 Cheng[32]. 定 理 2.5.1 以 及 
引 理 2.5.1 至 2.5.3 请 看 文献 [33] ,定理 2.5.2 #1 2.5.4,2.5.5,2.5.6 
及 推论 2.5.1 见 .35] .定理 2.5.3 则 是 新 的 , $2.6 取材 于 Cheng 和 
Zhang 的 [38]. § 2.7 是 由 Cheng, Zhang 和 Lun 在 [391 中 得 到 的 ,有 关 
这 方面 的 结果 也 可 看 [40] 
关于 方程 

Az, + Pot, - = 0, n=0,1,., (2.8.1) 
本 章 并 没有 讨论 其 非 振动 性 ,是 不 是 在 任何 情况 下 (2.8.1) 都 存在 振 
动 解 ? 到 目前 为 止 ,并 未 见 到 如 此 结果 . 因此 ,获得 方程 (2.8.1) 振 动 
解 的 存在 性 定理 和 非 振 动 性 是 有 价值 的 . 
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$3.1 BRAESRAB 


本 节 将 考虑 常 系数 方程 
Alara + Pry) + az,-, = 0, n= 0,1,2,. (3.1.1) 
其 中 p 和 4 是 实数 ,r 是 正 整 数 ,s 是 非 负 整数 .方程 (3.1.1) 还 可 以 
写成 
Epl T Ey 十 有 -ro-r+er = 0. 
因此 ,由 定理 2.1.1 可 以 得 到 如 下 结果 
引 理 3.1.1 方程 (3.1.1) 振 动 的 充 要 条 件 是 其 特征 方程 
A-1+A -lpt (3.1.2) 
无 正 根 . 
接 下 来 ,我 们 分 五 种 情况 讨论 方程 (3.1.2) 无 正 根 的 条 件 . 这 五 
种 情况 是 : Cr =o =1; (ii) =a 1; i) > 5 (iv) 8X <eK< plr) 
Al(v)ae(r) AB o>1, H 
_ JZ 7741 才 工 一 1 
plr) = rn 


这 里 应 注意 到 
el) = 1, e(2) = 2.081…， ol6) = 6.801---,0(7) = 8ye, r >l 
时 p (x) >1, EE r=1 ff, polr) =r; 2r <6 ht, plr) >r; r=7 
hf olr)=r+ 1; r8 时 olr)>r +1. ii ER Eni 
的 . 

定理 3.1.1 如 果 r+=o=1, 那 么 方程 (3.1.1) 振 动 的 充 要 条 件 


rT = 1,2, (3.1.3) 


$3.1 常 系数 差分 方程 "59> 


为 或 者 o> + pYA RE qp. 
证 明 这 时 ,方程 (3.1.1) 的 特征 方程 变 为 二 次 方程 
F(a) =a*+(p-DAt+g-p=. (3.1.4) 
直接 计算 相知 结 论 成 立 ， 
定理 3.1.2 设 t=oa>1, 那 么 方程 (3.1.1) 振 动 的 充 要 条 件 为 
或 者 p> 个 -一目 > 或 者 p< ne egg 


其 中 站 是 方程 


p= (rte C5 - ®) (3.1.5) 
在 (一 ,co) 上 的 唯一 正 根 ， 
证 朋 r=oa PL 时 特征 方程 变 为 
fip, g Ay=Hatt—at+a-Dp+¢e=0. (3.1.6) 
由 于 我 们 只 关心 (3.1.6) 的 正 根 ,因此 限制 A > 0. 注意 到 Yimf(p,q,2) 
= +o, lm/(p,4,A)= 4 -pf(p,4,1)= 9. 因 此 当 qao Agp 


时 ,特征 方程 (3.1.6) 显 然 有 正 根 ,于 是 只 需 考虑 og >0, qp 的 情 
形 . 

将 4 视 为 参数 ,方程 (3.1.6} 是 以 p 和 g 为 坐标 的 直线 族 V. 给 
定 特殊 的 4 可 确定 一 条 直线 ,由 包 络 理论 [23] 可 知 ,V 的 包 络 由 如 下 
方程 对 给 出 : 


flr,y,A) 二 0, 
filr, y, A) = fr + Dat—- rA l+ = (). 
对 应 的 参数 方程 式 是 ' 
x(a) = (rt Da a), (3.1.7) 
yA) = tla -1¥av 1 (3.1.8) 


- 60° FOE  - 阶 巾 立 型 盖 分 方程 的 振动 性 


dy) _ c(r+1)ar7(a -Da 一 an i}. 


da 1 
dy 4 
q = baa, 
dy 1 Et- ) 
dr?  rír+r) r+il , 


z()) 在 (0,co) 有 唯一 极 大 值 点 1, = ESSEC, 是 AE(0,4,) 时 
的 曲线 ,C2 是 4€7X,,%) 时 的 曲线 ,注意 到 y 作为 x 的 函数 在 (0， 
4.) 上 严格 增加 上 凸 且 当 4 =0 时 斜率 为 1, 而 在 (4 ,0) 上 严格 增 
MEMAB BA y=x 有 交点 
r-i _ r-i _ 
aD aD = (SPO RRS) ye 2 tad 


T 


而 曲线 C 在 (x y BAAR ysgar) RABAT 
(3.1.5) 中 解 出 唯一 的 4, 然后 代入 特征 方程 (3.1.6) 即 可 .事实 上 ， 


(3.1.6) 的 右边 在 (4",%) 上 从 外 下 一 严格 单调 减少 至 - 00, 
因此 对 任意 的 < 之 《一 一 ,(3.1.6) 有 唯一 的 根 g= 9(x) € 
(2-1) /r,0) B y ee > Ea y ye ERKKI, Oy 是 
KED SARC 图 成 的 区 域 ,那么 9 之 p 时 过 点 (p,q) 的 直 
线 存在 与 包 络 线 Ci U C; 某 点 切线 的 斜率 相间 的 充 要 条 件 是 
(POEMU 02. 这 就 说 明 当 户 > ED t, Ae, y, a) BIETE 


根 的 充 要 条 件 是 qp Ti petit fp. 9,2 ) 无 任何 正 根 


的 充 要 条 件 是 
g > yCnlP)) = rye) - 1) '(p), 
其 中 (pf) S277 A315) 4E( 2 (- 1)xr,co) 上 的 瞧 一 正 很 .证 毕 ， 


$3.1 常 系数 差分 方程 ， 61: 


定理 3.1.3 ” 设 o 宇 o{r),o >1 其 中 elr) 由 (3.1.3) 式 定义 . 那 
么 方程 (3.1.1) 迫 动 的 充 要 条 件 是 

fla = IY 
i y og Z T + È | 


f 
= gtl z atl _ 了?) 


annie __@7-t 
7 好 一 了 十 | 
在 ((o 一 rt)A(o 一 ft 十 1),o0) 上 的 唯一 根 . 
证 明 solr), o >16 >r 且 方 程 (3.1.1) 的 特征 方程 变 


T 


>53 r4]l 


其 中 了 十 方程 


为 

FUR. GA) Sattar tA (A Dp+g =O. (3.1.9) 
LAY lim slp .¢,4)=00,/CP,9,1) = q, Alt ¢<0 时 方程 (3.1.9) 必 
有 正 根 ,因此 限制 g > 0. RER 3.1.2 的 证 明 一 样 ,我 们 记 直 线 族 为 
Vie VARAA 

Flz,y,a) = 0, 
Ailavy.,a) = (eo + DAF AT! + (aort DATs, 
— {øm r) tre = 0. 


对 应 的 参数 方程 是 
x(A) = sad": S ja )/(a Er. £ + i+} ). 
(3.1.10) 
ya) = poe au T 1P/{a ~ aa }). 
(3.1.11) 
其 中 


AEWA) UA), An TE (3.1.12) 


og- r+l' 
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dla) _ zalein (f(a -2T ay aca, 


a—rtl 5 一 工 二 | 
dyla) _ aih _ g-l __¢7 Tt ) 
dì oan — tr +1 (4 -4 / À z- r +l’ h(a), 


dy le-rr1 _ 
dz 4 (1—A), 


2 2 _ 3 
gs = feet, a T a J arela (a), 


dr?  rløe+ 1} “ort+i 
其 中 
26° -—2ort+2¢-7r-1 
RAY TA FD -rt À 
T(t 
Gt Ilaria 4? 
注意 到 cS p(ORNA 
26, Dor + 2 — = - dale 一 工 
(a+ 1)(o-—17 +l) (o+ Dle —7 +1) 


= ct + = Qo rt 2? +1) = 2? 4 1Y _ o, 


(a+ 1% (6-—7r+1¥  (a+1)*6—r +1P E 


因此 h(a) >0. 


设 Ci 表示 AE (0,4,) 时 的 曲线 ,C, 表示 AE(4,, 吕 ) 时 的 曲 
R.H AEO Aa E, y 作为 x 的 函数 是 严格 增加 上 凸 的 ,而 当 和 6e 
(A a ,50) 时 是 严格 上 四 的 .同时 , 当 x>4 ,时 ,我 们 由 {3.1.10) 式 可 
解 得 唯一 的 4. 代 人 (3.1.11) 式 则 得 到 y= g(r) AC. Oak 
由 曲线 C 的 上 方 图 成 的 区 域 ,那么 过 .上 半 平 面 的 一 点 (p,q} 的 直线 
有 与 包 络 上 切线 平行 的 充 要 条 件 是 (p,q) Een. 这 就 说 明 f(p,9,4) 


无 正 根 的 充 要 条 件 
a >I = Fang D (9-245) }, 
其 中 yp) BH 


a+] (2 B A -rT 
cr+lzz+I V/V? ir) 
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在 {2 和,”) 上 的 唯一 正 根 ,证 毕 . 
为 了 获得 8<r<a< p(+) 时 方程 (3.1.1) 振 动 的 充 要 条 件 ,我 们 
先 考察 函数 


Tay = etl. — AtteoAe +1) -A) (3.1.13) 


g-r+1 -fa 一 za 一 二 137? 
Hep reo<eo-nAo-r+l<A<@©, RRA ET (A) =0 
可 得 两 个 根 
a r+l+tvy (et if ~ dela r+) 


aa +l 一 2a +D(e-7rt+1) 
(3.1.14) 
B= ao t+1l-v(lr+l) -4ola-r+t) 
“a +1 2(¢+1)€e—1r4+1} , 
(3.1.15) 
EWE 
0 < 一 一 
we Oo aLa HATA) + OF AMDB Medel a< 


A < SRY, BR TGA) 从 TT(a) 严 格 递 增 到 T( 8); 124 a> 8 时 ,函数 
TAI 从 TU8) 严 格 递 碱 到 - co .因此 ,T(A)=p, 当 pE(-o%,T(a)) 
时 有 唯一 根 T (pcE(-eo,T(a))), 当 站 GE(T(8) ,oo) 时 ,有 唯一 根 
T (paE(T(8),co)) ,当下 名 FT(a),TC8)] 时 有 三 个 根 TT (pe 
(Ta), 7(8))),T2*(PE(TCae), TDM T5'(p € [Te), 
TCA) HAE 


g 
zoei 


< Tip € [Tla), TMD <a 


< Tp € [Ta ADA 
< T3'(p € [Ma), T(B)]) < œ. 
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— 一 一 一 一 


定理 3.1.4 设 8r<e<aofr). 那 么 方程 (3.1.1) 振 动 的 充 要 


条 件 是 如 下 条 件 之 一 成 立 . 
Gi) PTa) H. 
or .— Fas DP 
z- ri y- (o-r) e-rt+i) 
y= TIPE A Tie); 
Gi) Ties BH 
2 
4 > max ee 4 a l PE 元 一 
Pp = Tye E [Tie TB); 
(iii) nin 


| 
| 


5 


Z 
q > r+1_ ?一 ot ap 
g=T (PE (T(B8),@)). 

WERA ”类似 定理 3.1.3 的 证 明 , 仅 讨论 9>0 时 特征 方程 
(3.1.9) 的 情况 , ESRI TE AC (0,a,) UA. ~) Ere Vas 
线 {3.1.10) 和 (3.1.11), 其 中 ,=(o 一 tr}Ag -t+1). 这 时 定理 
3.1.3 中 的 各 个 导数 在 这 里 也 有 效 .因为 v<pfr), 从 而 AhA)=0 有 
两 个 根 , 此 二 根 正 是 (3.1.14) 和 (3.1.15) 定 义 的 a 和. 

BC) RAR AC (0A. NBR, CO 表示 ACCA, oA HES 
Ek, Cs RAR AC la. B], C RRAC, œ), CEC, by 作为 zx 的 函 
Be FMB; C2 是 严格 增加 上 凸 的 ;C3 是 严格 增加 上 目的 ;Gs 是 上 
E.O Æ Cz, CG 和 CG 三 曲线 围 成 的 上 侧 区 域 . 类 似 于 对 定理 
3.1.3 的 讨论 可 知 特征 方程 (3.1.9) 无 正 根 的 充 刘 条 件 是 (p,9)En， 
证 毕 . 

当 0sc<zr 时 ,为 方便 起 见 分 三 种 情况 讨论 :rc =0,r=1lyc=f 
tr 之 1 和 fr 之 gqg+1. 

定理 3,1.5 者 r=0,r=1, 则 方程 (3.1.1) 振 动 的 充 要 条 件 是 


$3.1 常 系数 差分 方程 - 65 + 


PR0,9>1- p-2V — PRE PSO, p + gS 1. 
证 明 ERG. LORRENA 
p.q, a) Sat (pt g-DA-p =O, 
通过 直接 计算 即 可 知 结论 成 立 . 
定理 3.1.6 如果 =0,r>T, 则 方程 (3.1.1) 振 动 的 充 要 条 件 


ie p=0 H 
_t(y~ 1 
q > r—(r- 1)y’ 
其 中 y 是 方程 
z+] 
p= G yr 


在 (0,rA(r 一 1)) 上 的 唯一 根 . 
证 明 这 时 ,特征 方程 (3.1.2) 变 为 
Flpoa,aA) = ATI- AT (A Dpt a = 0. (3.1.16) 
由 于 limf(p， q, A=, f(p,¢,0)= —-p, flp,e,l)=¢ 
因此 我 们 上 只 讨论 Pss0,4a>0 的 情况 .类 似 地 ,可 求 得 包 络 线 


ttl 


XtA) = (co Pace (3.1.17) 
yA) = JU, (3.1.18) 


AEM, r - ID UrA r1), KUFE 3.1.3 的 讨论 可 知 
结论 成 立 ,证 毕 . 

定理 3.1.7 设 r>c+1 或 =a+l 则 方程 (3.1.1) 振 动 的 充 
要 条 件 是 Pss0 A 


= Dw 
1> -8)-(r-a-i)y’ 


-E+ 


(r~o}-{r-a-I)y 


其 中 ?了 是 方程 
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fE(afetl),(r-a)Ar- a -1) RR (aAo +1),0) EME 
根 . 
证 明 省 略 ， 


$ 3.2 稳定 型 差分 方程 


考虑 一 阶 中 立 型 差分 方程 
May — pri) + Gf (no) =O,n = 0,1l, 7. (3.2.1) 
其 中 r 是 正 整 数 ,z 是 非 负 整数 ， i 是 一 正 数列 ,| 9,1 是 非 负 实数 
列 且 有 一 正 的 子 列 ,上 是 R 一 R 的 非 减 实 函 数量 满足 当 2 40 时 
fa) >0. 差分 不 等 式 
May — prea) + Glana) KO, n=0,1, (3.2.2) 
是 方程 (3.2.1) 的 伴随 关系 . 
3138 3.2.1 iA N 存在 使 得 


Pua 1,7 = 0,1,.…, (3.2.3) 
ia, | 是 不 等 式 (3.2.2) 的 一 个 最 终 正解 , 则 最 终 有 
Tbr, >D. (3.2.4) 


定理 3.2.1 引 理 3.2.1 的 条 件 均 成 立 , 则 方程 (3.2.1) 有 一 个 
最 终 正 解 的 充 要 条 件 是 其 伴随 关系 (3.2.2) 有 一 个 最 终 正解 . 
定理 3.2.2 递 推 关系 


Ne) + Laft) <O, a = 0,1, (3.2.5) 
ATRAF, SY 
ACx, — Eyr) + Gafi En-a) =O, n = 9,1, (3.2.6) 
AP ERE IE AR. 


由 定理 3.2.1 和 定理 3.2.2 可 知 , 方 程 
A(x, — Th) + Gaf En-a) = 0 
ABP BPE TE 4B Y 
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Ae, + afen) =0 


有 一 个 最 终 正 解 . 
特别 地 ,还 有 如 下 结论 : 
差分 方程 
ACE — En-r) H Uath- =I (3.2.7) 
A— TRA E HHR 
Azi + Tae, = 0 (3.2.8) 


有 一 个 最 终 正 解 ,其 中 ”是正 的 奇数 之 比 . 
本 说 中 引 理 和 是 理 的 证 明 可 在 后 边 找 到 . 在 此 省 略 . 


§3.3 不 稳定 型 差分 方程 


考察 不 稳定 线性 中 立 型 差分 方程 
Al En — Epe) = Prn- ss (3.3.1) 
其 中 ec 是 非 负 实数 ,c 是 正 整 数 ,s 是 非 负 整 数 , 1p, | 是非 负 实数 列 . 
方程 (3,3.1) 可 以 有 振动 解 ,例如 方程 


4n* — 2 


Mm Fe) = Gn ED 


da-l 


AR OD (E) | , 它 是 振动 的 ,但 方程 (3.3.1) 也 总 有 非 振动 解 
定理 3.3.1 方程 (3.3.1) 存 在 最 终 正解 . 
证 明 ”如果 思 , 三 0, 则 任意 一 个 正常 数 都 是 (3.3.1) 的 一 个 解 .如 
果 {p,1 有 正 的 子 列 , 则 有 1H,| 存 在 使 得 


pH = oO 3 


lim ~ = 0. (3.3.2) 


我 们 定义 . 
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-El Sp, (3.3.3) 


= Fyfe My to Ay 


lj sr 1 
nee Pa ao - | 此 

[F T den 
由 洛 比 达 法 则 可 知 

lim = Da Pi- = 0. (3.3.5) 
i CATA RF n RES. OM ERE LR 
BX, BT || yll = sup |y, | . 
S=ivyE€ RNS y ala Dnt, 
定义 如 下 算 子 : 


1 Xn 1 - 
E 1 
(Ty) -| Coe Yast LS pes) a SMH, 


22, 
Ni 
l, N 三 n = Nis 
(3.3.6) 


其 中 N= Ni -max|t,o| ,Ni 足够 大 使 得 ”六 Ni 时 
% 1, 


1 
Zn 2” (3.3.7) 


Ry By a 2° 

注意 到 (3.3.4) 和 (3.3.5) 式 ,Ni 确实 是 存在 的 . 由 (3.3.6) 和 {3.3.7) 
式 可 得 O<( Ty), <1 当 nN 时 成 立 . 即 TSS. F yy CSR 
们 有 


上 (了 Ie ly, — ya] 


§3.3 不 稳定 型 差分 方程 - 69 ， 


+ gues Ibe — Vial. 
于 是 
和 下 一 人 | 和 sp 了 3) 一 (人 <4 y= yh. 
BIT AS 上 的 压缩 映射 ,因此 有 vE SiT = y. B 


1 Zy- 1 n-i 
Yp = 5 te z, -r + Z DPR da), H os Ni 十 1, 


il, NH Na. 
显然 nN ET, y, >0. x, = 9,2, 20, WA, 
In = 5 + cr r+ So =N +1. (3.3.8) 
这 束 证 明了 方程 (3.3.1) 有 一 个 最 终 正 解 ,证 毕 . 
由 和 定理 3.3.1, 可 知 如 下 推论 : 
推论 3.3.1 (DAGS. DEEEH |x, tE lim 2, = 7 ,其 


中 7 是 正常 数 或 + co; 
Ci) c=1 时 ,方程 (3.3.1) 有 解 1x,i ,满足 limx,= + o; 


GH) c >1 AJ, IEG.. DAA en 满足 如 之 co 70", 3 

(iv) Oo<c<1 时 D) A = 9, WARS.3. DEA Ln, UE lima, = 
+ oo ; 

O) 0<c<1 且 >)», = co 时 ,方程 (3.3.1) 的 所 有 有 界 解 或 者 


振动 ,或 者 当 n 趋 于 co 时 趋 于 淮 
证 明 由 (3.3.8) 式 本 知 


1 I 1 
Ey ey 二 Cry = 方 十 TELES 
WOR Gi) AE AE. 另 一 方面 


V 
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mm 
PAH: (iii) AR A SE. {iv) 由 (3.3.8) 式 可 直接 推出 .为 证 明 ({v), 我 们 
设 izx,| 是 方程 (3.3.1}) 的 有 界 正 解 , 则 有 

Az, 20, limz, = / AR, 
其 中 


=, Tn Cn 


如 果 1>0, BAR 


一 Zr, = S Daie. 
t= tty 


即 可 得 到 请 < co, 这 是 一 个 矛盾 . 
1 hy 
如 果 <0, 


则 有 tim =, =0. 证 毕 . 
例 3.3.1 考虑 方程 
May, ~ 2-1) = pr pn D2. (3.3.9) 
其 中 By = Cr? — 1) Cn 一 1). 可 知 方程 (3.3.9) 有 解 |z,1 满 足 lim x, = 
,事实 上 ,zx =n! 就 是 该 方程 的 一 个 解 l 
当 c<1 时 ,方程 (3.3.1) 会 有 趋 于 非 零 常 数 的 解 ， 
例 3.3.2 ”考虑 方程 


A(z, 一 2zr-1) = Sani: (3.3.10) 


ERM 2, = 14. 


§3.4 具有 正 负 系数 的 差分 方程 
考察 具有 正信 系数 的 差分 方程 


$3.4 具有 正 负 系 数 的 差分 方程 “71L ， 


ACs, -7 CVn—m ) + PaYn-k, 7 yn 一 下 = Q, (3.4.1) 
其 中 m>0, &: 220, 220,16, ) Allg, ESE HRN. 
E 3.4.1 H c€(0,1),0,220,9, 70,2) > kt 1,2, =P, 


nal acl o ooo 
n~e, +e, 70, p q; = l — e, liminf 5 b>, A 
rank tk, aes ra ak, 
a lL acon tee Hoek 
ite roel ine AP; 1) + c H a Ap;-1) 

nokl a 

+ >, di-e, TI (1— Apa) TPS L (3.4.2) 
i 一 下 一 由 peel 


WU Fy #2 (3.4.1) RBH. 

证 明 Oi hy, | eT 3.4.1) WER OR, A -ni bee 
(3.4. 了 1) 的 一 个 解 ,因此 设 1y,| 是 (3.4.1) 的 最 终 正 解 . 设 有 NN 使 得 
nN} y, >>0, 令 

Za = Ya T Yno 


a-l 


ty, = By, > diVi ks (3.4.3) 


tank tks 
副 有 
0 
= (garth T Prd Yn- SO. (3.4.4) 
如 果 limu, = — 00, Mill fy, EA. FAA | n, EE 
limyg = %. 


其 中 Yag = hax ng + 537A 


Neen, 


— =! 
th, = np 7 EN n, —m 和 ; > Oi -+ 
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RE — TAI B limu, = 2 有 限 . 这 时 ,如 有 果 13,! 无 界 , 则 有 720. 
ROR | yA FR, > 2 = limsupyn = lim bn, ; 则 


| n-i 


Fae = Uh = CFn, rt + > dy = Yale + > "TRES Yn, H 


Fam, Blk, rom okt ky 
(3.4.5) 
其 中 Ya = Maxi Y =n, Thpt A T kotl, n =mi. (3.4.5) BR 
上 极限 ,有 i-i, ME 0. FE nN thee, >0. 
定义 
A= {A >O:Aw, + Apa, < Ot, 
FC3.4.3) S08] HI yy, BRA 


Atp = — Pavan e, E Pike, SE Pray. 


Bla=1EA H 
Aa, + Pity - k = 0 (3.4.6) 
有 最 终 正 解 ， 根据 前 面 第 二 章 的 知识 WA, ay 
E oki kti 
liminf Ža- 3g < i + “| : (3.4.7) 
HoF g >0. 同时 由 (3.4.6) 式 可 知 
Ua- < L 
Uh k 


男 一 方面 ,由 (3.4.4) 式 可 知 Sp < cs. 于 是 有 liminfy, .4 
=0. MA i ER limy, -4 =0. 其 中 Yn k, nin, Jn BA, 


_ Wh ki 一 一 $) PY- TIn =k] S BS T Zayn, ~k, 。 
el | 
因此 


Wh te = 299 k, , 


$3.4 具有 正 负 系数 的 差分 方程 - 73 - 


rr 


Awe, 二 一 Dna,- k, a — shutting hy -k 之 地 IDni 
M 5A. RIH A BA LABS. 
“HG. 4, ae a> 使 得 
+A - Aap) +e TI (1 — àp, -p 


int A ml 
no ka -1 
十 > gi- k tE, Ti (1 ~ Ap; - i) i> - (3.4.8) 
4 一下- a $2 at] 
SA ECA, REA CA. BELA ECAR 
Aw, + A pe, <0. (3.4.9) 
JE 
S, = wa ~A* BaN, (3.4.10) 
i— 
由 (3.4.9) 式 有 wi SI -A* Dp, we, AMDT AL -A* A, ) > 0, 于 是 
(3.4.10) 有 意义 . 
at] atl 
As, = wala ~~ A” Pii) -a J] a ~ A* p1) l 
i=N row 
atl 
= [la-a P-O La -wl - A’ Pi- ODE 
AJ Alo, ESI 因此 


o> Anus, + A” pre, == Padna- + A” Dre, 
= POA w, ~ Yk) 
A” w, Se Jahe 
a-k] 


Aus, 一 一 太一 一 一 P, Em + CVn k, -m 十 > GV, ,| 


了 atk, ~2k, 
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nk -1 
7 Pn | Whe, + cA” wy, mt A" > qy- $ TÈ N 
r- ntk, -2k 
a— kal 
= Pa | eee, + cA "Wham + A ° >; g-e +b, | 
frank, 
away nom 
=~ Py | da- aa -at Pia) + A*a, a lA- Ap) 
r= 
m 一 点， 一! 
tA” a q; vellaat P,- 1) | 
ak, An 
<- al IEG -a Pid + oa [TU ap) 
—k 71 


2 


+À” x 4-4 +e, LLG 一 A” Pia) | 
a 


JS nr 1 


=— payl Il C1—A* Pi)! + ca* pii (1-a*p,)7 


a—hy—1 
An 2a a hti, a-a Pia) |. 
上 式 与 (3.4.8) 式 比较 , 则 有 
Aw, S aÀ * Pa. (3.4.11) 


NA a“ CA. 重复 如 上 过 程 有 ACA RFETAARLR .证 
HE, 


=0 时 ,(3.1.4) 变 为 
Ays + PaVa- 一 Gn¥n-k, = D; (3.4.12) 
q,=0 BY. (3.4.1) BH 
AC¥, — Cy-m) + oo = 0. (3.4.13) 


显然 ,定理 3.4.1 也 适合 于 方程 (3.4.12) 和 (3.4.131， 


83.4 BAERARHEDAE - 75° 


定理 3.4.2 kb, > ko +1, p20, q, 20, c20, p 220, 2 = 
=N 
oo, BAN fa" >0 {H i N-A" p, -1>0. 
IT] G-atBadtt+e T 0-27a) 
71—n mtl 


1 一 一 LA +1 


sup | 3 
下 -上 一] 


“> KAAN [[a-at ba) iiss (3.4.14) 


二 = +1 


则 (3.4. 1) 有 个 最 终 正解 Ya | 满足 lim», = 


证 明 令 ,= IEO-A Bn). 
显然 ,xm 是 可 定义 的 县 lime, =0. 代 人 (3.4.14) 有 
n+k)—#—1 


Ta k - Zik 
1 1 十 “om + > G-a SL. (3.4.15) 


A” 2p Zn - 
FI( 3.4.3) 41, An = -A*p, bk Zn 
oo 1 om z ， 
> Parel 5G ) Az, = 7 (3.4.16) 
i= nÀ = ti 
rhe (3.4.15) (3.4.16) 4 
on nt+k,-é,71 
>; Path Z + CZy- + 2 Hi- ki tk, Z- A . (3. 4, 17) 


三 mn“ 二 


设 和 是 和 的 所 有 有 界 实数 列 构成 的 集合 ,在 其 上 定义 上 确 界 范 
M PEFS: e, vOX Sy, BB ISN 时 ,zx 所. 
Q= ite XO nagn Nt. 
EN EMO PRS Yn N+M+1 时， 
(Sw), = Cth-m + 2 Gi-k +h Oy 一 上 十 È Parate] 


r= n-k 


(Sw), =% (1 - Nna N+M. 


nn 
N+hM+1 
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显然 ,SNCn B. S JE. ye Oey AA Se Sy. h Knaster 不 动 
点 定理 可 知 , 有 oe © OE Se =a. AGA x, >0,NSnSN+M.M 
i nN, taea, > 0. AME ch tx, | 是 (3.4.1) 的 一 个 解 .证 毕 ， 

定理 3.4.3 ” 若 定 理 3.4.1 的 条 件 成 立 , 则 (3.4.1) 振 动 的 充 要 
条 件 是 

ACY, 一 Cr- + Do — Ya -k, SSO (3.4.18) 

无 最 终止 解 . 

证 明 设 iy, | 是 (3.4.18) 的 一 个 最 终 正 解 ,w A (3.4.3) EM. 
类 似 定理 3.4.1 的 证 明 , 有 ow, >0, dw, <0, lim y=0. 因此 


po -4 < oo ,对 (3.4.18) 求 和 , 则 有 


Ya T CMa = m= DPY, ~ Doi, 


= by. -4 + 5 -t +k Vik, 
类 伺 定 理 3.4.2 证 明 的 后 半 部 分 可 知 


ath -Ł-] 


_ 一 了 
EXy—m + x Pirk B+ > Gi-k th Tik, = OF; 


r= A 


有 一 个 正解 1z,| ， EEG. 4,1) 的 解 . 证 毕 


$3.5 非 线性 差分 方程 的 单调 解 


考虑 差分 方程 
È iii 
Ar, — 6, Az,—4 + Deny] | mr 《nm | ssBnz (n) SO n SO, 
rol i=l i i 


(3.5.1) 


$3.5 非 线 性 差分 方程 的 单调 解 " 77， 


OO 


其 中 oz FETE MEE D.C) bt ACD | RSE SEI gay 
a 是 非 负 实数 列 且 满 足 


Yas = 1,i = 1,2," ,点 ， 

Tuin), "+ Tem, in) no E RUSE th DUR R, 满足 rlan, 
r* =maxio,|t,(n)|1Siste 1pm, .n=20! | 是 一 个 非 负 整 数 . 

注意 到 ,如 果 }g,! 是 正 数 列 , y | 是 方程 

Af — Pavano) + dy = 0 (3.5.2) 
的 一 个 解 . 令 
En = Yn Pn os 
代入 方程 (3.5.2) 中 ,有 
At, + Ean = At, + dr + pr Yn s-e = 0. 
因此 有 
Ar, ~ Ae, st dias = 0. 

Ale, (3.5.1) T (3.5.2). 

TS la, | (3.5.1 PPR A WME Ne * iE NEN- r’ 
时 2, >0. EX 


wh =o ， 并 之 和 一 
那么 jz wy 是 严格 Subnornal AY. 
0 Tatl =l-w,, nZN-rt*, 
ÅTn -g 
Ea 


= Uha Cl = tepa) A = epa) nN, 


se 
Xn Ta) 


代入 (3.5,1) 有 


《1 一 thay Cl = thr n SN. 


* 78: 第 三 章 一 阶 中 立 型 差分 方程 的 振动 性 


at Saco TI 五 一 LN 


EE Seia Mii (1 te ) os 


an > byt [| Fa 
(3.5.3) 
定理 3.5.1 方程 (3.5.1) 有 一 个 最 终 非 增 正解 的 充 要 条 件 是 
(3.5.3) 有 一 -个 最 终 严格 Subnommal 非 负 解 . 
证 明 设 izww 1 是 (3.5.3) 的 一 个 最 终 严 格 Subnonnal 非 负 解 , 则 
AN 存在 ,使 得 当主 N HOSS ayl, 


Xy+] = = [G -w), nN, 
€4z(3.5.1)H— 个 最 终 正解 ， 号 满足 
AT, -a Ta - w) SO. 
N 


证 毕 . 
MAPA fw? w=0, nz0,t=0, 1,2,- 


n-i 
wg = balh, Tout Spool. 1) „Cl Talay" 
race a * 4 


(3.5.4) 

其 中 ne Nee” i nN att? =O. 

Fa Te PEL, FR ATT ER few? 23.5. ROPE BEARS, 

定理 3.5.2 (3.5.3) Æ n>N -r* 20 有 一 个 严格 Subnormal 
JE AAR iw, i 的 充 要 条 件 是 ;方程 (3.5.1) 的 伴随 序列 fee? Ft pec, 
nN FE Subnormnal HJEM , FY fe? E nN Ee oe 
个 严格 Subnormal JE HF | u, | 

WRBA WEE nN - r* Ow, <1, WI (3.5.1) AY Ba F) 
eer? RE 

wP = 0K <l, n>N-r*. 

所 以 


83.5 非 线 性 差分 方程 的 单调 解 79. 
-1 < 一 上 >N- r”. 
Gaa S aaa T 
wD =0< wh) 
-i 
1 
= bv, ii; Tow + Saco _ TT U wo yo, 


r—t 1 
< ban. [I T+ Do mH il U wO 


Kup AZN. (3.5.5) 
归纳 可 知 ， 
wo ww <1, >N. 
HZ EN, 2220, wh 是 严格 Subnomal Hoi wi? | 收敛 到 一 个 
非 负 严格 Subnommal S| uen | =~ 如 前 可 证 
WO LD al nN. 
由 Lebesque | 对 (3.5.4) 式 取 极 限 ， 有 


Ky 一 Dy — 6 il | 一 Sawi] i GOR” =N. 


(3.5.6) 


证 毕 . 

利用 定理 3.5.2, 还 可 得 出 如 下 结论 . 

定理 3.5,.3 方程 (3.5.1} 有 一 个 最 终 非 增 正解 的 充 要 条 件 是 
方程 


È m 
ÅT, ~ b Ar,» + >) 2; (1) Il | zr) | “SENT p- Tt = 0,n a= 0 
1-1 a=l 


(3.5.7) 
有 一 个 最 终 非 增 正 解 ， 
当 ,pnp ,rn er (3.5.1) EA 
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È mT 
Ar, ~~ hr + ett | £n- |T SENTp-; <0, z= 0. 
a=] J-l r F 
(3.5.8) 
这 时 对 充分 大 的 N, | zeit?) [ ay OF ie BE ee Fi] iO} 3 | geil) [ww 恋 成 常数 
Aw IES w =a, a9 =0, WA 


k 
= >) A >Q. 
i-| 
BA, é Nhe 
ri- 人- Gaye? fh ~ a) ee, t = 0. (3.5.9) 


AB FRSA | ce? | OE Re aE AR |, | 1 .这 上 时, 如果 (3.5.8) 有 一 个 非 增 的 
最 终 正解 ,由 定理 3.5.2 知 0< AAS <1 AAA, RABI.) 
一 值 ,同时 , 首 命 题 也 成 立 . 

定理 3.5.4 (3.5.8) 有 一 个 非 增 的 最 终 正 解 , 当 有 旦 仅 当 | } 满 


是 
O= ApS Ay Sars <I, 
Aue (O,1). 
如 果 (3.5.8) 有 一 个 非 增 最 终 正 解 SSO RR AS 
bA 
A= aot Nau? Pye (3.5.10) 


在 (0,1) 有 根 4* .相反 ,(3.5.10) 在 (0,1) 有 根 4* MBA 


Pr 


0<a= Ya Sadar ) Ait ye 


归纳 可 知 2222 <A" .因此 ,1 a WF (O,A* 03.5.8) 
非 增 最 终 正 解 . 

利用 定理 3.5.1. 可知 如 下 结果 . 

推论 3.5.1 如 果 有 常数 zwE [0,1) 和 N> r" (A 


$3.5 JERE AAP ae - 81 : 


we + Spa) 一 w ite, nN, 
{1 - mw -一 
(3.5.11) 

则 方程 63.5.1) 有 一 个 非 增 最 终 正 解 . 

由 定理 3.5.1 和 证 理 3.5.2 可 知 

推论 3.5.2 BRR Nec 有 某 一 ”人 六 Rid 使 得 
wh Se), 则 方程 43.5.1) 无 最 终 非 增 正解 . 

这 样 -一 来 ,如 果 对 任意 的 Ner E E ne N 使 得 


$ 
ai = = pln) z l, 
=l 


则 {3.5.1) 无 最 终 非 增 正解 . 
定理 3.5.5 RE 存在 ,使 得 


< aln) S , a>N-r' So, 1<i<e, 


È 
H = inf Zp(n) >Ü, 


A-M- r =] 


H 


+ Maca — a) jy i. 


(3.5.12) 


m 


nN i 


则 方程 (3.5.1) 无 最 终 韭 增 正解 . 
证 明 Clu? | 是 方程 (3.,5.1) 的 伴随 序列 ,由 定理 3.5.2 可 知 
对 于 nN, ui 是 非 负 Subnormal. 今 
Hi = inf wi? = inf b(n) 20, 


wae A 
aN- r nmr =Í 


那么 
wi) 一 zt Tl; iim 十 Se (n) [ il 


poh sane tm) at: “Ds 
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>q Eet Y (n) ay ferii S nN. 


H wt m nN- r” ,其 中 


. 118, -Ysay 
m= int [Gta + Sa ma- py | 


由 归纳 法 可 知 
fae) = inf atts 一 je t + dup CnC - m) Pte : :+t 0, 


(3.5.13) 
则 
wh? > a, nN-r,t>1. (3.5.14) 
由 上 式 可 知 ,如果 对 于 1 宇 1 有 oe 1, WOR. 假设 对 之 
bey <1 WA 0< pppoe <1, EE e > OAT 


m= inf j a at D (n= py) Nene 
nN [1 一 


2 wan 


HEN p Ff 


归纳 可 知 ,0< poy < py K ‘<1. > lim pi =p", WR pj* < 之 1, 由 
(3.5.13) 可 知 
i | 
这 矛盾 于 (3.5.12) 因此 -1 这 四 (3.5.14) 可 知 u>]. 出 定理 
3.5.2 可 知 (3.5.1) 无 最 终 非 增 正解 .证 毕 . 

对 于 固定 的 nen, 


mc (n}{1- p) ert 


ac) nf 


§ 3.5 非 线性 差分 方程 的 单 润 解 83. 


FE p, = 1 ‘ieee “LK All 


OO 


(rln ) ee ’ 


HF rln) = Su r,tn) <w l&i Lk. Ab oR 


H PODU + gin a 
im intan + D e) L 
则 (3.5.1}) 无 最 终 非 增 正解 . 
利用 算术 平均 值 和 几何 平均 值 的 无 系 ， 


i $ -rin} 
-了 _ 1 一 
È l k 1 
> (I p(n)) a (Il (1-a) ik je 


é 1 上 i 
eC LT a(n) ' (II - nl — 0 | > 


nD 
odr<i pl 1 一 PR — (r {n)an 
因此 , 当 pCa) te +h AEF RW, 


rt tnt 
b, (Dam HS Ter celta 


Cr, (Cn) ye 
刚 (3,5.10) 无 最 终 非 增 正 解 . 
定理 3.5.6 “如 果 有 常数 YEO, DIEE, 


limint 


=1 Æl, 


(3.5.15) 
则 (3.5.1) 有 最 终 非 增 正 解 ， 
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c M IMMA NT, 


HERA Bier 1 是 (3.5.1) 的 伴随 序列 , 令 
Wy = Sup , wil? = inf Mada) 20, N- r“ 20. 


nN r acl 


由 {3.5. 15) 可 知 OLPY. 


a l 
wi?) 一 ba it Tein + Sa 7 Ti T 


J=] oon r E} (1 
Wb Se 
ST- it bema- yee! aN, 
wi) Wa, EN- 
其 中 
1 Yi Dy aT, nm 
Wo = SUP jg y yet D (adl - F, 55 | 
归纳 可 知 
| Web = Ss fn) | 
Y, = -n + ee = 
E [0 py ek ODA- P) te =0, 
则 


aP LP, n>N-r*, tl. 
利用 (3.5.15) 式 ,和 容易 得 到 O< PYS P. AE A WA 
于 ,于 是 当 n>N Au ar, EE, 
应 用 前 面 结果 ,也 可 给 出 对 应 的 比较 结果 , 为 此 考虑 比较 不 等 式 


上 由 m 1 
| aa 
AY, ~ BAY, 2 十 Dab (n) IT | Dna tn) | SBN -oa (a) = 0, 
『 一 了 一 人 


(3.5.16) 
其 中 1B,i 是 实数 列 , 和 Pj(n)}),…， LPe(n)| 是 非 负 实数 列 ,& 是 正 整 
数 ， OR), im ny F ryt m0) 注 足 类 似 的 条 件 . 类似 于 (3.5.3) 式 ， 
也 可 定义 方程 (3.5.16) 的 伴随 序列 为 


$3.6 Hie She AS Al aie a ETETE - 85 + 


t=O ne BY, > 


. l 
wy D 一 Banh: a il j bout? + YP Ca) i oA — wt?) 4’ 


on =O, nn. 
定理 3.5.7 WE nO ITAL o SF, b, S Bn. 
rn Pade Pla) lime, LS] SS M’ 
(3.5.16) 有 -一 个 最 终 非 增 正 解 , 则 方程 (3.5.1) 世 有 最 终 非 增 正 解 . 


$3.6 ”振动 解 与 非 振动 解 的 存在 性 


这 一 市 将 考虑 方程 
A(z, ~~ EXn— + Pntn—6, 一 nn， = D, m 一 0,1 yon 
(3.6.1) 
和 
Aa, — Cr ) = pr A Cn 一 =Q,”7 = 0,1,2,°", 
(3.6.2) 
其 中 c >0 是 常数 ,mm Me, EERS, 2. 是 非 负 整数 旦 满足 kka, 
12 Plg, | 是非 负 实数 列 . 


首先 给 出 几 个 引 理 ,它们 对 后 面 定 理 的 建立 是 必要 的 . 
引 理 3.6.1 


2 之 p, < 00 (3.6.3) 
成 立 的 充 要 条 件 是 
Dib < o, (3.6.4) 


t= i 
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Sp = NDA- di Da Be 
Ath, (3.6.4) Bar 44 A 


= itl 


hg 
1 
了 

7 


(3.6.5) 


(0,1),M max |w, | . 则 方程 


1w,! 是 任 一 m 周期 振动 数列 , M = min jnaxo ,max( 
ALT, 一 


(3.6.6) 


人 on sat 
Ht md + P, (2, By 十 2M I a -k } 
和 


g(r k, +2M + w) =0 
ACx, 一 


(3.6.7) 
" p) + p, (2, 上 | + 2M) ~ 4, (2, È + 2M ) 一 0 


a AA RER i, A u, RE 


PAE 
WEAR 


(3.6.8) 
aM tup | <M. 
只 给 出 关于 方程 (3.6.8) 的 证 明 , (3.6.7) 类 侯 可 证 , 选择 
N 足够 大 ,使 得 
be 
a). WH 


(3.6.9) 
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其 中 y= [2t] +2.4 
w a-i 
4M DOP; + 4M ) Gis nN, 
‘A P= 对 一 点 | thy 


A, = Hy 
(n~Ntm)—, N-—m<Sn <i Nn, 


0, a&i N- am. 
RH, 20. eM 


Ya = >) Ayn nN. 
in 


则 有 Yn Yn -m = Hi, A nN Bf O< y, << MIM. 


KX AAA ABA 2 = 12,57. AN 构成 的 集合 ,在 其 上 定义 上 
确 界 范 数 , 则 XX 构成 一 个 Banach 空间 , 令 
Q= |r, E XIOS a, Syn SN, 
FED 上 定义 算 子 
(Tr), = 


n 


Lym t » Gila; gk, + 2M) + DUP: xis + 2M), 7i = N+ L, 


-I 
ink t by lH 


ny, { Tr INIL 
(N + LD Ne 


其 中 L =max{m, kyl. 
对 于 rE, BRA 
(Te) Spm + Hy = yy, nN+L, 
(ix), Sy, Nn NT+ 工 . 


ton(l- gta ),N<n<N4L, 


因此 有 TOEN. 
EXA x? 4=0,1,--, Hh 


rP = ral? = (TEP), 


HH UF a E 
0< rP gD = yy. noe N,f = 1,2,., 
FEA iu, En Eme, = up nN. BRM nN hf u, >20 H 


有 Tu =, 它 是 方程 (3.6.8) 的 一 个 解 并 满足 0< un SM. EE. 

类 似 于 引 理 3.6.2, 也 有 如 下 结果 : 

引 理 3.6.3 假设 (3.6.5) 和 (3.6,6) 成 立 , ont M, a, M 同 引 
H 3.6.2 中 的 一 样 , 则 方程 
Alan — Ty) = Pyl ang, + 2M + wnt ) — Ganz, + 2M + oo 


(3.6.10) 
和 
Al En ~~ In—m) = Pn tye, + 2M) — Fy (an 十 2M ) 
(3.6.11) 
PDAS FER a, A a, AE 
la, <M, ul <M. 
证 明 省 咯 . 
引 理 3.6.4 已 知 (3.6.6) 成 立 ,c E{0,1), 且 有 
= -N-i 
>”. = co” RS, (3.6.12) 
则 方程 
Alan 一 am + P(t + (2M + waa Je ™ ) 
7 n-k, (3.6.13) 
一 In (By -k, + (2M + wpe) = 0 
和 


"h n-k, 
A(x, 一 Ta- m) + Pal En-k, + Whe ) 一 和 (zw + (2Me ™ ,=0 


(3.6.14) 
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aya 4 A FEE A a, A u 满足 
| a, | < $m”, |u| <M. 
证 明 只 对 方程 (3.6.14) 的 结论 给 出 证 明 . 考虑 方程 


nk 


i-k, 
fe = cren DD dina las + Wet) + Spaa, + MeT ). 


(3.6.15) 
-让 
Sa, = ae "(3.6.15) 变 为 
+ Di (ai + hela; tA)e™ ) 
cay _ ri-n- È 
+ DOP, (zi + 2M e 7, (3.6.16) 


为 证 结论 成 立 , 我们 证 明 方程 (3.6.16) 有 正解 12,| 它 满足 | = |< 
5M, 这 类 似 引 理 3.6.2 的 证 明 ,省 路 ,证 毕 


定理 3.6.1 引 理 3.6.2 的 条 件 成 立 , 则 方程 (3.6.1) 当 <= 1 时 
有 一 个 有 界 最 终 正解 和 一 个 有 界 振动 解 |z, |! 满足 
Lyn = wt Ra. 
其 中 | R, | <M. 
WERA 设 | 雹 上 和 fa 是 由 引 理 3.6.2 定义 的 解 . 令 
= 2M + üp, 
U, = 2M + to, + i, 
an 1 各 1,1 是 方程 (3.6.1) 当 c=1 时 的 解 ， 由 线性 性 可 知 z, = 
— Un 是 满足 定理 条 忻 的 振动 解 , 证 毕 . 
定理 3.6.2 设 (3.6.6) 式 成 立 , 若 方 程 
Alan 一 国志 — Qata, = 0, n= 0,1,2,.: 


(3.6.17) 
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有 一 个 有 界 最 终 正 解 , 则 (3.6.5}) 成 立 . 
证 明 设 fz| 是 (3.6.17) 的 有 界 正解 , 则 有 N RHOOFEE 
j nN A O0<2,<H.¢ 


Yn = ty Ep-m T | dere—k, 2 


那么 
Ay, => Pan On SN. (3.6.18) 
我 们 将 证 明 y, >O 最 终 成 立 .否则 ,yy <0 最 终 成 立 . 于 是 有 p> 
0 及 NEN nN At oy, — 8. AU 


好 一 | 


— Bt am t ` Qi- A ZNI- 


由 归纳 可 证 


Mi +on-1 


IN nS kB + an + > y k 


r=1 y= Nit- ka + 


— kB + IN tH > Gi» 


thi ital 


tit, = E hob) 有 = 1,2,…. HSK k, BERTH, 
IN, + on <0. KF tx, | eA ERP AA y, > 0 最 终 成 立 . 即 
BAA 


m1 


Ey > Ay—m + p> Th, > Ta m’ 


那么 有 J>0 及 Ny Ny 存在 使 得 n>N; 时 x, J. 由 (3. 6. 18) 知 
Ay, S JP sn = Ny = No + kj. 
对 上 式 求 知 ,我 们 有 
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于 是 
Lye? Lym + 3 Tv + J yp, 
are =n 
sient Ib, n>n, 
HH IN, +m & IN, + IX a, 
其 中 下 =1,2，…… 让 一 ce 我 们 有 - 
S Saso. 


rad sa N tan 


由 引 理 3.6.1 知 结 论 成 立 . 证 毕 . 
由 引 理 3.6.1 和 定理 3.6.2 可 得 如 下 结果 : 
推论 3.6.1 若 (3.6.6) 式 成 立 , 刚 方程 (3.6.17) 有 有 界 最 终 正 
解 的 充 要 条 件 是 (3.6.5) 式 成 立 ， 
推论 3.6.2 方程 
Al En — Tam) + Patne =O, n=0,1,2,. (3.6.19) 


有 有 界 最终 正 解 的 充 要 条 件 是 


Dib; < o, 

在 给 出 定理 3.6.3 前 , 先 建立 几 个 定义 . 

MEM 3.6.1 ix, | AN 是 方程 (3.6.17) 的 一 个 正解 ,如 果 它 能 
表达 成 

In = an + Pn, (3.6.20) 

称 其 为 (3.6.17) 的 A 一 型 解 ,其 中 a >0,18,| 有 界 . 

定义 3.6.2 设 1z,1%_w 是 方程 (3.6.17) 的 一 个 正解 ,如 果 它 能 
表达 成 
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T, = na + @,. (3.6.21) 


称 其 为 (3.6.17) 的 日- 理解 ,其 中 a>0, 16, | FRH lim = 
定理 3.6.3 假设 


DP < œ, (3.6.22) 
Xi < co , (3.6.23) 


则 廊 程 (3.6.17) 必 存在 A- AR. 
证 骨 ”选择 N 足够 大 使 得 


PPGrD rr aire 


t50 1 = oA 


其 中 -= [#182] +2. 令 


Dili + 1) + >) afitl), nen, 


一 ak 1k, 


H, = 
(n -N+m) ON, N-m<an <n, 
FH 
0, n€ N-n. 
显然 Ho. ey 


= SD Asim» nN, 
r=0 
WA 
Ya T Ya-m = A, OS RSN, a NN. 
WX EAA ABA |x, } P= N 构 成 的 Banach 23/4], ic 
= jr E€ XIS an S nnr NI, 
在 人 上 定义 一 个 算 子 
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可 一 上 


Tmt D qlz; a Hik) 


-a-k tk 


(Tr), = + DUP, (aig, ti k) n >N+L, 
av, Tr ara 
LON + Danae 

其 中 L= max] $, kol. 
显然 TOSA. EFA ef o: 


_ ft 
taI -RINS SNEL, 


x = Mas m =N, 
wP = (D), n>N, = 1,25, 


由 归纳 可 知 
O< P Sal? Syn DN. 

TEK |u, OQ fE limar, = tps ÆN , u WE Tu = u,n N , u, > 
0. 令 z=n+ wns 则 | 二 Nw 是 (3.6.17) 的 一 个 A- 型 解 , 证 毕 . 

类 似 定理 3.6.2 证 明 , 有 如 下 结果 ; 

定理 3.6.4 设 (3.6.23) 式 成 立 , 且 方程 (3.6.17) 有 及 -型 解 ， 
则 (3.6.22) 式 成 立 ， 

推论 3.6.3 ”假设 (3.6.23) 成 立 , 则 方程 (3,6.17) 有 上 一 型 解 的 
充 要 条 件 是 (3.6,22) 成 立 ， 

推论 3.6.4 方程 (3.6.19) 存 在 A - 型 解 的 充 要 条 件 是 


> Db; < oo, 
定理 3.6.5 RHG. 6. SHAG. 5.23} 成 立 ,并 且 


> D, = co， (3.6.24) 


RNA (3.6.17)4 B- He 
证 明 选择 N 足够 大 ,使 得 
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oo ao | 1 
DAG- ky + Dy olik) Sq: 
r= i= -| 


Ay 
2 5 ali- he) +2054 ~ ki), nN, 
ien cht = 
Pn = -N+ m) E, N-m&n<N, 
0, n< N- m. 
定义 
y, = Hyon nN. 
显然 T 


H, > 0, 3 ha Hr San we NN, 


HA lim =0. i 
Q= 1x E XIOS rp, Sn >N}. 


在 口上 定义 算 子 
nom + S qi (Ti-k + i — ke) 
tank th, 
(Tx), = + pa ti- Ryden 之 + 
NYa Ex) w+ n 


(N+ Daa li) NASN, 


HP = max! kiskal. A TERBIS, {uy |S A lim =0. 注意 
到 方程 满足 (3.6.24) 式 ,可 知 r, =n tu, 是 (2.6.17) 的 中 -型 解 , 证 
毕 . 

对 于 方程 
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Alan T Enom) = Polak, T Uan- = OL, 
(3.6.25) 

利用 类 似 的 方法 可 建立 如 下 定理 : 

定理 3.6.6 ”假设 (3.6.5) 和 (3.6.6) 成 立 , 则 方程 (3.6.25) 存 在 
一 个 有 界 最 终 正解 , 且 对 于 正 m 周期 数列 ;zw ;有 有 界 振动 解 

Tn = uy, + Ryo 

其 中 | R, | < aM,a€ (0,1),M=min| max, ,max( -up |. 

定理 3.6.7 假设 (3.6.6) 成 立 ,方程 (3.6.25) 具 有 满足 条 件 
liminfx, >0 的 有 办 正解 , 则 (3.6.5) 式 成 立 ， 

定理 3.6.8 假设 (3.6.22) 和 (3.6.23) 成 立 , 则 方程 (3.6.25) 有 
A- WR. 

定理 3.6.9 假设 (3.6.5),(3.6.23} 和 (3.6.24) 成 立 , 则 方程 
(3.6.25) B - 型 解 . 

接 下 来 考虑 方程 (3.6.1) 当 cE (0,1) 时 的 情况 ， 

定理 3.6.10 假设 cEt0,1),(3.6.6) 和 (3.6.12) 成 立 , 则 方程 
《3.6.1) 有 有 界 最 终 正 解 和 有 办 振动 解 |z,|， 


Ly = ETON + R,), 

其 中 wR, 如 前 所 述 . 

利用 引 理 3.6.4, 类 似 于 定理 3.6.1 可 证 明定 理 3.6.10. 

推论 3.6.5 设 (3.6.6}) 成 立 , 且 有 

Me, < 00, (3.6.26) 

则 定理 3.6.10 的 结论 成 立 ， 

证 明 我 们 将 证 明 若 (3.6.26) 成 立 , 则 (3.6.12) 成 立 , 令 = 
[| 网 


n-maNt+ yn <Sn,Nt+ jn SniN+(j+1)m. 
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记 
=n oo to IN jor 
f= ， > CC m" P: 
J=0 = N+ 
那么 
æ yim- mm Na 
it ` > c” P 
Wy i— Mtm k= W+pn 
ce Ne ttlinr-1 œ% fot pr 
1 了 
<a>) Duc ™ P 
cH 170 fo Nt+e Aim 
on w k-itm 
iN RO pat 
Ly ye 
= — c "p 
on 2 2 i 
Ln SoH 
= -一 Pp co 
CM iN ym 
1,< ae 
<—-( Sa) (Se) 
OE IN- 站 一 站 
Le 
= G >», P; 
SN- m 
Eye, 
其 中 G = 一 Doe". 证 毕 


业 一 由 


类 似 定 理 3.6.10, 我 们 会 有 如 下 结果 : 

定理 3.6.11 假设 cE (0,1)(3.6.6) 和 {3.6. 了 2) 成 立 , 则 方程 
(3.6.1) 有 有 界 最 终 正解 和 有 罩 振 动 解 {zc1 :x = c" (wey, + R,) te, 和 
R, 如 前 定义 . 

类 似 定 理 3.6.10, 对 =>1 的 情况 也 有 如 下 结果 ， 

定理 3.6.12 设 c>1,(3.6.6) 和 (3.6.12) 成 立 , 则 方程 (3.6.1) 


和 (3.6.2) 有 无 界 最 终 正解 和 无 田 振 动 解 |z| sz, = 0" (ww, + R,). 地 
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AIR, 如 前 定义 ， 
推论 3.6.6 ”假设 c>1,(03.6.6) Mar, Be 


Seip, < 0, (3.6.27) 
i= 
则 定理 3.6.12 的 结论 成 立 . 
， ain-N 
wom Nt+pnsin, Nt an N+ (+ 1)m. 
id 
eo Noun 
P= >) De ™ Pn 


则 


oo A++ 一 LT œ 一 了 十 
rc bh Sp 
~ ed 点 
rn 2=0 rS Nt B= Ota 
= = -itr 
= L5 ` g m" DP, 
TH LONA] m 
TAN 
= c™ py 
PPE sn, miki 
1 ws ts 
= — pb, ` c m 
rh to No kNm 
om 7 - ON! om 点 
1 
-tSp She 
PH Nm k= 
“ M+ rr 
1 : 1 
Pe ” I 
i— N- m = 
i | ™ 
Ny oo 
1 = _ 7 
= >p ™ (1-c ™) LS) pe” 
mm =N- 
[aa] 
i 
= G 2 pe”, 
1= -m 
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其 中 G= Le eG -emy 证 毕 ， 
§3.7 非 振动 解 的 渐 近 性 


本 节 中 将 考虑 差分 方程 
A(x, + Ve + per, Z0, a = 0,1,2,°", (3.7.1) 

其 中 ec 是 实数 ,rz>0,zs0 是 整数 , 1b: 是非 负 实 数列 ,我 们 将 讨论 
方程 (3.7.1) 非 振动 解 的 洒 近 性 . 

按照 c 的 情况 分 如 下 几 点 进行 讨论 :(1) c=1,(2) cE (0,1), 
(3) ce 各 (1,oe),(4) eE(-1,0),65) cE- o, —-1),(6) c=0, + 
(7) c=—1, 

定理 3.7.1 假设 <=1, 昌 有 


Simin! tp, ,pil = &, (3.7.2) 
则 方程 (3.7. 1) 的 所 有 韭 振动 解 |r, AE lima, =0. 
证 明 不 妨 设 1z,1 是 (3.7.1) 的 最 终 正解 . 则 有 N, 使 得 nD 
NI 之 N+ ky 时 zx, . ,>0, 其 中 =maxfr,o|. 令 
Ma © Ey T rs a Nj, 
那么 
Yn 7 0, AY, = — Put. 0, nN. 
(3.7.8 
A + ÅAYn-o =~ Patna ~ Pa-Xa-2—o 
S mint Pns Pat (ag + Tree) 
=~ mini Py» Pr-r tye SO. n SE Ny. 
因此 yn + 3 -是正 的 非 增 的 ,因此 有 极限 工 , 对 上 式 求 和 ,有 


L= Yy Yap t S minj p, s Pa- Yaar 二 0. 
n= 


$3.7 非 振动 解 的 浙 近 性 %9- 


由 (3.7.2) 及 y, 的 单调 性 可 知 lim y, = 0. ERE O<a,<y,, 于 是 有 
lim x, =0. HEH. 
定理 3.7.2 假设 cE€10,1), 旦 有 
Se, = 59 ， (3.7.3) 


则 方程 (3.7.1) 的 非 报 动 解 | HALE lima, = 0. 
证 明 设 有 使 得 nN) EN + p 时 zx >0,% 
Yy = ty + ely (3.7.4) 
由 (3.7.1) 知 
Ay, =~ Pita SO, yr > 0, n = Ni. 
BU y, ATE RAED SF) . Hk ERP L. 343.7. DRA, MA 
L= yy + SS) Pina = (. (3.7.5) 


] 


Hi (3.7.3) Ml liming, = 0. FEA FA | 2, | 存在 ,使 得 jimz = 0. Be 
下 来 证 明 limsupx, =0. 由 于 
Yn Mae = Ta AL ear — ctr = Ü, 

因此 

0 = lim (yn, — Yno) = jim (- (1 — cays ~ CEn 20) 
注意 到 CC (0,1), TE 

Mmt, -r = dima, -2r = 0. 
但 是 
lims -r = lim(a,,. p + cr -ar) = 0. 

UR AT AD L = 0. ERE O<z,<y, WA lima, =0, HEH. 

定理 3.7.3 Ke >1, A (3.7.3) XY. 则 定理 3.7.1 的 结论 
成 立 ， 
证 阴 WAN EM n NEN t+ pw Bt r,-,>0,4, (3.7.4) 


* 100 ， 第 三 草 一 阶 中 立 型 差分 方程 的 振动 性 


式 定 多 ,出 
Ya > 0, Ay, =— Par, =O, n = Ny. 
FRA 
lun Ya = L => limsupZr, + ; 
或 者 


lim SUP2,-, S 一 
对 (3.7.1) 求 和 ,可 得 (3.7.5) 式 .由 {3.7.3) 知 lim inte, =O. AEA F 
Ji a, HOC 
limz, -;, = 0. 
下 一 = on k 
因此 
L . . 
= == lim supr, = lim SUPT, 
€ q+ k— co 


注意 到 c >1, 则 有 上 =0, 得 证 结论 成 立 , 证 毕 . 
定理 3.7.4 ” 设 cE(-1,0), 条 件 (3.7.3) 成 立 , 则 方程 (3.7.1) 
的 非 振动 解 |x, | 满足 lima, =0. 
证 明 (LUBA Ay, <0 由 (3.7.3) 知 Ay, PIKE. FE y >0 
或 y, <O RAR A Ay, <0 ML WAN, 及 a >0 使 得 
inn > O, ¥% Se <0, n = Nj). 


Rp 
En = Va ~ lyr SO A S Cy, CT a t+ Epps n = Ni. 
因此 
IN tr Sat ay 
并 由 归纳 可 知 


TN tar <- ma + IN n 一 23e, 
当 EIKE, BA av ,wx<<0. 这 是 一 个 矛盾 .因此 有 y, >0 最 终 
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Aton. ATI n SEN, 时 yy >0, 类 似 可 证 lim vn =0. 于 是 有 a>0 & 
No N, FE. PEIR nN, 时 ye. 
M = max Eps 


Ny Fa A T 


则 有 
Tyee = ye 
归纳 可 证 
2 
=({l-clatc*M, No>+r<inXNo+2r, 


Iga mete - tet Go ETET) 4+ AM 


= tte +(-1)*eM, Not (hk -Der cn <Not kr. 


Ac€(-1,0) 0 Alz, AR. Fa > 
lim supr, = D. 
但 是 


D= lim supr, = lim suply, © Cx, g) 
ge lim supr, = — eD, 

从 而 D=0. 证 毕 . 

定理 3.7.5 设 c< -1, 条 件 (3.7.3) 成 立 , 则 方程 (3.7.17 的 非 
Te SUF tx, BL lim |r, | = oo . 

HERA 设 1x, 1 是 (3.7.1) 的 最 终 正解 ,y, 由 (3.7.4} 式 定义 .类似 
地 有 y, > 0 Rx, <0 成 立 . RAN N+ p, E nN, 时 
Ly pO, 9, > 0, WA 


En =>- [ ra nN]. 
& 
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Trt > ar-r > > (- cM, Nip Sn SN te. 
HF-c>t,TH#A lima, =. 
如 果 n>N y, <0. UWA lim y, =L<0. ME L=- 2%, yy > 
an ,可 得 结论 成 立 , 如 果 - co <L<0 那么 有 (3.7.5) 注意 到 
~ 5 ST Mate =O Ely tr SST CK, 
由 (3.7.3) 可 知 矛 盾 . 对 于 最 终 负 解 类 似 可 证 .证 毕 . 


定理 3.7.6 设 c=0:.(3,.7.3) 成 立 ,出 定理 3.7.1 的 结论 成 立 . 
LiF AA a WT A (3.7.1) 1, 


Ly E 2 Prtn-a. 
再 由 (3.7.3) 玉 r, 的 单调 性 自然 有 limz =0. 证 毕 ， 
定理 3.7.7 We = 一 1,(3.7.3) 成 立 , 则 定理 3.7.1 的 结论 成 


VE 


这 时 ,(3.7.1) 的 所 有 解 振 动 ,定理 的 成 立 是 显然 的 
$3.8 含 非 线性 中 立项 的 差分 方程 


考虑 含有 非 线 中 立项 的 差分 方程 
A(z, — RE.) t gal = 0, n=O0,1,°, (3.8.1) 
其 中 ,z 是 正 整数 , o EERE, DER, a 和 8 是 正 的 奇数 之 比 ， 
1 Qn 1 是 实数 列 . 
定理 3.8.1 假设 a€ (0,1),p>0,9, 实 0, 则 方程 (3.8.1) 振 动 
的 充 要 条 件 是 


Da = ©. (3.8.2) 


证 明 不 失 一 般 性 , 设 |z,| 是 (3.8.1) 的 最 终 正解 . 则 有 N 使 得 
n>N “4 yr, 之 0 时 . 令 


§ 3.8 会 非 线 性 中 立项 的 差分 方程 - 103 ， 


By 一 区 一 (3.8.3) 
(3.8.1) Ae, L0 最 终 成 立 . FE (3.8.2) 0 A, z, <0 Kz, OO 
终 成 立 , 如 果 前 者 成 立 , 则 有 NAN 及 1 >0 FE, ER n>N 时 
ZS — 2. (3.8.3) 5 A 
poe. ei > 0, ni Nj. 
于 是 有 I >0 及 NEN, 使 得 nN, 2,221, >0. ATT 
Az, + gf? <0, nN toa. (3.8.4) 
对 上 式 求 和 可 知 lim 2, = — 0, MA lim z, = 0, WA FII | ry) 使 得 
zy = max | 2, | H lim Enj = cc ,那么 ， 
Zy = 1 
上 式 右边 当 j 一 吕 时 发 散 到 oo 1X5 z,<0 矛盾 .因此 有 >>0 最 终 
成 立 .不 妨 设 nN + pp (je = max| rio DET z} >0. FRA 
二 二 
= z, + Plz, + PA-22)* 


De + Pla rt Plea + PC + Band DE), 
noe N + dr. (3.8.5) 
选择 1! 足够 大 使 得 ax 四 < 将 (3.8.5) 代 人 (3.8.1), 则 有 
Ae, + Ql + Pleo-e + PCy o-2e FBG + Penor) EYP 
=. 0. 
注意 到 Ae, <0, 于 是 


Bg) ,; 
Ae, + Hp e AP <0, 
Rp 


i 


i Bl- a) 
oA + gb be <0. (3.8.6) 
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EM r(t) = zm + (t mAs, MELS m +1. A As, <0 DA 24 < 
r(t)z, & 


TD Rein (3.8.7) 
PB) P 
FA (3.8.6) Al(3.8.7) oy 
po Ga (3.8.8) 
FJ yee 


jx aB< 1 AE. 
如 果 (3.8.2) 不 成 立 , 我 们 将 证 明 方 程 (3.8.1) 有 一 个 最 终 正解 
id >0 使 其 满足 fw* <d, WA e >0 REAR N 存在 使 得 
d>et+t rf, 


Dgn, S (d — pat — 6d, (3.8.9) 
n- 
FE PRM wt N, 
oi = ¢, wot No mw, 
(k+l! Je 十 Ploty. + Sala), noe N+ 1, 
ay Ft 一 ima 
wh tD N- pln ln. 
ew? Set pet t+ Ff Dy, 
Setat+ dd <4, nN, 
归纳 可 证 
Ew Sw Sw <d, nBSN, kl. 


TRA ew, ad HER lim wo"? = w, HWE 


wy = © — po ,+ Dga, nen. 
=H 
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BD tw, | ww 是 方程 (3.8.1) 的 正解 ,证 毕 . 

注意 , 若 a =1,p=1, 由 前 面 知识 可 知 (3.8.2) 不 是 (3.8.1) 振 动 
的 充 要 条 件 . 

例 3.8.1 考虑 方程 


A(z, + Tx) 十 


_ 3 
On De xz3 = 0. (3.8.10) 


它 有 非 振 动 解 | 了 | ,但 其 系数 满足 (3.8.2) 式 .因此 ,(3.8.2) 不 是 


(3.8.10) 振 动 的 充分 条 件 . 
定理 3.8.2 假设 t20, HA bE, Ue 


bts + n D giy <1, (3.8.11) 

则 方程 (3.8.1) 有 一 个 最 终 正 解 1|7， WE 0 = 

WEAR iA EEM ni MR AR RIB, EHEEEN 
Iyi = sup [yn | , 则 这 构成 一 Banach 空间 , > 

= yE AlS mát, n NI, 

在 A, heehee. :TYNE xy Eno N Ota Sy, , 则 对 
任意 的 ACO, infA 和 supA 存在 且 属 于 总 .定义 算 子 ， 
2 ga 


Pyn a) 


- 十 y” 


H 一 
-rr na Ny, 
(n -r)” m 


(Ts), = 
TE ge _ Jt 
LN, CBN + (1 起】 Nn SN, 


其 中 Ni 足够 大 使 得 (3.8.11) 成 立 , 由 (3.8.1] 可 知 TOTS, T RA 
是 增 算 子 .于 是 由 Knaster 个 到 局 定理 可 项 有 ye S HR 


HeD Bless, noe Ny. 


H n2N,y, >0.4¢ <= = WAERT 


Yn = Par + gt 
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En = PE, + Sif, ne Nj. 
于 是 
Ala, 一 Af.) + hah- = 0, nN. 
lm, =0 显然 成 立 . 证 毕 . 
例 3.8.2 考虑 方程 
AlE ~ ZH-1) + Qty 1 = O, (3.8.12) 
FP g, = Cr — 3ni- n tn-l) (nt Dn -1%) b= l Rf 
(3.8.11) BSL. EIE, (3.8.12) FR FE — THA EA |, E lime, = 0. 


事实 上 ,zx = -就 是 这 样 的 解 
为 了 得 到 定理 3.8.3, 先 给 出 一 个 引 理 . 
引 理 3.8.1 设 g>0 且 
M + oh 228, >O, aS ris 
旭 对 任意 的 x* 宇 ns,+r 有 
A=iniln*® S<n<n* +2r- l, Ya- = Bf. 


(多 | smn Af A LRA 


使 得 m(A) r, Ep g* = min 


® O<m(A)K2r 是 显然 的 . 
证 明 对 于 n ">not TEN 


B = 


njn” SnSn*+2r-ly, = 


ae 
2 } 
WER B = ø, 0 x" nn + 2-1 Af, gi Ee. 这 时 自然 有 
mAT WR BAO Hm(B)=mlr, BA A= B+r=|nln—r 


CB. EA mCAj-=r. 如 果 ism< r, 易 知 neBR+ ry Pie 
这 时 A= ja 半生 Sa <2r-1/\BU(B+ r), m(A)=r.i£ 


§ 3.8 售 非 线性 中 立项 的 差分 方程 - 107 ， 


HE, 
定理 3.8.3 假设 p<0H 
Sig, = eco， (3.8.13) 
aL E 
对 每 一 无 界 集 ECN 成 立 , 则 方程 (3.8.1) 的 解 ,或 者 振动 ,或 者 当 
n 阅 oo 时 趋 于 零 . 
证 明 设 iz,1 是 (3.8.1) 的 最 终 正解 , 则 z >20, Az <0 H lime, 
=/>0 有 限 , 这 时 有 
Dan, < ©. 


WR 2>0. W x, =a, — pet). |B 3.8.1 知 , 对 于 每 一 n“ 有 
A= inla Sinaia +2r 一 rr cl | eo om (A) Sr. A 
o > Zs ts > (L" YP Dian. 

这 与 {3.8.13) 予 盾 . 于 是 1=0. 而 apg 自然 有 lima, =0. 证 毕 . 

例 3.8.3 考虑 方程 

A(x, + 23-2) + 4z,-) = 0, (3.8.14) 

易 证 (3.8.14) 满 足 定 理 3,8.4 的 条 件 .事实 上 1( - 1) 就 是 一 个 满足 
要 求 的 解 . 

类 似 定 理 3.8.3 ,我 们 也 有 如 下 定理 ， 

定理 3,8.4 (Bid P<, 9,50, 2ga 5 一, 则 方程 (3.8.1) 的 
每 一 有 界 解 振 动 . 

定理 3.8.4 对 无 界 解 不 成 立 . 

例 3.8.4 考虑 方程 

t 


ACx, + 22,23) — Ma- 5) 333. = 0, 
它 满足 定理 3.8.4 BRE (EAE Sie SE | nl. 
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§ 3.9 8 18 tr a 


考虑 蝇 迪 方程 
Ala, + mE) + gui’ = F,, (3.9.1) 
其 中 ,| 已 ,| 是 实数 列 ,其它 各 种 参数 满足 83.8 中 类 似 条 件 . 
定理 3.9.1 i 7220.¢,50 BAIS tE 
Af, = Fa, lim sup = ©, lim f, =- CO; (3.9.2) 
则 方程 (3.9.1) 的 有 界 解 振 动 . 
证 明 Riz, | 是 (3.9.1) 的 有 界 最 终 正解 , 则 有 ,二 x + Re, 
>0 最 终 成 立 , 由 (3.9.1) 可 知 ACz, — f,) 20 最 终 成 立 , 这 时 自然 有 
条 一 六 220, 由 和 定理 的 条 件 可 知 | | 无 界 .这 是 一 个 矛盾 .证 毕 . 
例 3.9.1 考虑 差分 方程 
Az, + v9) — (n -2)(2n + 1)23_. = Fs 
其 中 
Fa =(-— DY [2n +14 (n+ 173 
+(n—1l)l4 n3 +(n —2) 4], 
这 时 太一 (一 1)" [n+n-3+(n 一 2)-1] 满 足 定理 3.9.1 的 条 件 . 因 
此 , 它 的 有 界 解 振 动 ,事实 上 和 (一 1)% "31 就 是 满足 题 意 的 解 . 
类 似 地 ,有 如 下 结果 ， 
定理 3.9.2 ”假设 p20, qg 220 生 (3.9.2) 成 立 , 则 方程 (3.9.1) 
振动 . 
例 3.9.2 考虑 
Alay + za-2) + Tn = (— 1)"*"(S5n — 3). (3.9.3) 


这 时 名 =《 一 1)" [之 # 一 志 )- 定 理 3.9.2 的 条 件 成 立 . O DnA 


§ 3.9 强迫 据 动 - 109 > 


mm -一 
a ggg gg 


是 满足 要 求 的 解 . 
定理 3.9.1 和 定理 3.9.2 均 要 求 F, 无 界 , 而 下 面 结果 对 Fp A 


界 也 成 立 . 
定理 3.9.3 ik p>0, -0.4,=F,8 


fi (nj) = mast, (E) 0}. 


2p 
jf ff 
f_(n) = min 5 (2) 0j, 
满足 
Saf. Gr} = Saf’ (n) = œ, (3.9.4) 
nE 下 nt 起 


I E CNE mE N tss 十 1s 十 2t 一 1 ) Sr Ra, Wr 
程 (3.9.1) 振动 . 

WEAR iia, | 是 (3.9.1) 的 最 终 正解 , 则 有 Ale, —f,)<0, 2,2 
无 成立 .因此 


dha <. (3.9.5) 
TN 


男 一 方面 ， RITE m, + pet o> max | f,, 0) A S| 3.8.1 MA = 
jala" Sasa t2r- l, r- oe fen) AE me (A) er. Kk 


Manto = Daal. > Dan) = 00, 


SR. 对 于 最 终 负 解 可 类 似 证 明 . 证 毕 . 
例 3.9.3 ”考虑 方程 
A(z, + 24-2) + 223_, = 2(- 1)"*), 
它 满足 定理 3.9.3 的 条 件 , 因 此 它 的 所 有 解 振 动 .x, = ( - 1)" 就 是 以 
上 方程 的 振动 解 .显然 , 它 不 满足 定理 3.9.2 的 要 求 . 
类 似 地 也 有 如 下 结果 ， 
定理 3.9.4 E p>O, ¢, <0. AF, = 下 使 得 (3.9.4) 成 立 , 刚 
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方程 (3.9.1) 振 动 . 
应 当 注 意 到 ,满足 本 节 定 理 的 方程 (3.9.1) 对 应 的 不 带 强迫 项 的 
方程 是 
A(x, — a.) + qs = 0. 
由 上 市 知识 以 及 前 面 内 容 容易 得 到 其 非 振 动 解 的 存在 性 .这 时 ,我 们 
称 振动 是 由 强迫 项 引起 的 . 


$ 3.10 含有 最 大 值 的 差分 方程 


考虑 方程 
Al Enu + Be) + Qu „AX t= 0, (3.10.1) 
其 中 r>0 和 o 220 是 整数 ,pER, | ¢, | 是 实数 列 .本 节 中 将 考虑 方程 
(3.10. 孔 非 振 动 解 的 渐 近 性 . 
方程 (3.10.1) 显 然 不 同 于 方程 
Alr, + Pty.) + grr,_s = Ù. (3.10.2) 
方程 (3.10.2) 是 一 个 线性 方程 ,车 1x1 是 (3.10.2) 的 一 个 解 , 则 
| 一 | 也 是 它 的 一 个 解 .因此 ,我 们 在 讨论 (3.10.2) 的 振动 性 和 非 振 
动 解 的 渐 近 性 时 ,只 要 讨论 其 最 终 正 解 即 可 ,但 是 ,方程 (3.10,1) 当 
o>0 时 是 非 线 性 方程 . 显然 ,如果 jz | 是 (3.10.1) 的 一 个 最 终 正解 
SEXY] -r | 是 方程 


Alay, + Pr} + Gd, min z, = 0 (3.10.3) 
的 最 终 负 解 . 
众所周知 ,方程 (3.10,2) 的 常数 形式 为 
A(z, + Epe) + gr, = O. (3.10.4) 
其 特征 方程 是 
A-1+ P(A -1) + > * =0. (3.10.5) 


但 是 ,方程 


§ 3.10 含有 最 大 值 的 差分 方程 ‘lil: 


$$ 


Alr, + Pn) +4 max a, = 0 (3.10.6) 
却 无 特征 方程 . 

不 妨 我 们 也 来 寻求 方程 (3.10.6) 的 形 如 土 和 4 "的 解 . BRAS 
(0,1) A> 1 必须 分 别 看 待 . 例如 考虑 1 oca < RRRA 
(3.10.04 

iA) == (pat t+ Dy 一 1}+ gq = 0. 
BArio*)=+e,T1 )=¢, RK ¢<0W PA) BAR A, E 
(0,1).4.7#G.10.08—Me. m4 A SL PRAG.10.0)4 

pla) = (par + (> 一 1)+ ga = 0. 

t+ + _ |- %， p>) >g, 
p1") = q, limg(A) = | wo, Or 
所 以 当 ta >O WN, (A) TEC, © LEAT A”. 
JEU § 3.7 的 证 明 ,我 们 会 有 如 下 结果 . 
定理 3.10.1 pe(-1,1)RHRU,©~),¢,20 HA 
Sty, = ©. (3.10.7) 


m= My 
则 方程 (3.10.1) 的 非 振 动 解 |x， | 满足 lima, =0. 
定理 3.10.2 iE p=l1,¢,2-08 A 


> min} Ansa- = ©, (3.10.8) 


"= y 


则 方程 (3.10.1) 的 最 终 正解 }z | WE limar, =0. 
定理 3.10.3 Wes -1,¢,70403.100.7) Ry. M A 
(3.10.1) ASE Sb fF |n | 满足 lm | x, | = 00. 
当时 p=0, 方 程 (3.10.1) 变 为 
Ar, + qa max x, = 0. (3.10.9) 
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如 果 jz | 是 方程 (3.10.9) 的 一 个 最 终 负 解 , 这 时 当 g DORM A RA 
Ar, 70 最 终 成 立 ,从 而 ( 3.10.9) 变 为 


Eyl 一 En + 人 Ta = 0. 


这 样 ,方程 的 解 可 写成 x, =al- q). 
定理 3.10.2 对 方程 (3.10.1) 的 最 终 负 解 不 成 立 . 
例 3.10.1 考虑 方程 


AlE, + Tn-1) + Ga MAX T, = 0, 


其 中 
1 We, _ 1+ Cv" 


In = -a| min |p. +n 


ZAHL ayn 
七 满足 定理 3.10.2 的 条 件 , 所 以 它 的 最 终 正 解 当 n 赵 于 无 穷 大 时 趋 
于 零 .但 是 , 它 有 最 终 负 解 z= — p,- A T lim inf, = -1 
接 下 来 ,我 们 将 讨论 g, 志 0 的 情况 ,为 方便 起 见 ,我 们 将 方程 式 
写成 ; 
Main + Beat) = qa max x (3.10.10) 
定理 3.10.4 pC (-1,0],¢,220 1.10.7) RY. 则 方程 
(3.10. LO) RYSESR BE | x, | 满足 lim [z, | = 00 ,或 limm =0. 
证 明 iE |x, } 203.10. 10) HBR ERS 
Za = x, + pes, (3.10.11) 
则 最 终 有 Az, 220. FÆ z, >0 Kz, <0 最 终 成 立 .如 果 z >0 成 立 , 则 
A c>0R N, n>N HFa >c ,这 时 自然 有 X, >c. ¥$(3.10.10) 3% 
和 并 利用 (3.10.7), 有 lm = 20 , M T lim x, =0. 
如 果 z,<0 ARAL, Ji lim z, =L<0 有 限 ,对 (3.10.10) 求 和 并 利用 
(3.10.7) 有 lim inir, = 0. 注意 到 z> e> 一 x _, 及 z, 的 单调 性 
可 知 L=0. 务 一 方面 ,由 nS O- arn ,< ,可知 jx, 有 界 , 于 是 令 


§ 3.10 含有 最 大 值 的 差分 方程 -113 > 


lim supa, = 120 这 时 候 有 子 列 jz | 使 得 lim sup, = ,而 
Zn, = tn, + Bene 
HURL 0+ w= iC + p) .所 以 1 =0. 对 于 最 终 负 解 可 类 似 证 
BY WEEE, 

EE 3.10.5 i ps-li,g, 20 863.107) 成 立 , 则 方程 
(3.10.10) 的 非 振动 解 |zv | 满足 lim | ml = % 或 者 lim inf|x, | =0. 

证 明 设 |zm} 是 (3.10.10) 的 最 终 正 解 ,类 似 定理 3.10.4 有 z, 
>0 Å 2 <0. É x, >0, 与 定理 3.10.4 的 证 明 类 和 似 . 如 果 =<0 成 立 ， 
自然 也 有 lim infe, =0. 对 于 最 终 负 解 可 类 似 地 证 明 , 证 毕 . 

定理 3.10.6 MRA -1< po p< -1,¢,220 有 (3.10.7) 
成 立 , 则 方程 (3.10.10) 的 有 界 非 振动 解 x, | 满足 im = 0. 

证 明 ik fx, | 是 (3.10.10)? 的 最 终 正 解 ,由 定理 3.10.4 的 证 明 
TA L =0. 4—-1< ps0, 由 定理 3.10.4 可 知 结论 成 立 , 如 果 p< 
— 1,4 lim supr, = 2 ,这 时 有 子 列 j %, | 使 得 lmz -+= 0. TH 

En = Xn, + Phy -r， 
RRRA OS + A= 11+ p). Ae 2 =0. 对 于 最 终 负 解 类 似 可 证 ， 
证 毕 . 

定理 3.10.7 设 Pp 圭一 1, 之 9 之 0; 则 方程 (3.10.10) 的 最 终 正 
fE | xa | 满足 lim rn, = BLE lima, =0. 

证 明 由 定理 3.10.5 TA lims, = 00. FHE lim.x, = 9 ,这 时 由 
定理 3.10.5 WHEW, A Z <0, lim z, =0. 令 lim supz, = 2>0, (如 果 
ix; | FoF, FRAT RA EE RK, XA ARF ny | 使 得 n ;| 一 


Hg >0, Bx, > 二 .从 而 当 Ny NaN + ao 时 有 max, x>$. A 
mtg 


>q, MAX 2, = What) 
jroo? pel 


i= Ft 


È 
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从 ni FOX (3.10.10) KAA 


是 一 个 矛盾 ,证 毕 . 
注意 ,定理 3.10.7 对 方程 (3,10.10) 的 最 终 负 解 不 成 立 . 
例 3.10.2 ”考虑 差分 方程 


A(z, — 4xz,-2) = a, max Ty, 


anlaa 


其 中 ， 
E N 
它 满足 定理 3.10.7 的 所 有 条 件 , 但 有 人 负 解 


而 lim supr, =0, lim infx, = — o0. 
woe wwe 


$3.11 注 id 


$3.1 中 的 定理 由 Cheng 和 Lin 在 [41] 给 出 , 83.2 中 的 定理 
3.2.1 和 3.2.2 由 Cheng 和 Zhang 在 [46] 获 得 ,定理 3.2,3 可 看 Zhang 


和 Cheng 的 [43], 有 关 这 方面 的 工作 也 可 参看 [42], [44], 


[47] - [56]. $3.3 中 的 定理 看 Lalli 和 Zhang 的 [56]. §3.4 388 


Chen 和 Zhang 的 [57], 与 之 有 关 的 工作 可 看 [59], $3.5 


Chen 和 Zhang 的 [38]. §3.6 是 由 Zhang Al Wang 在 [62] 中 获得 ， 
33.7, §3.9 是 由 Zhang 和 Zhang 在 [64] 中 给 出 .$3,10 EELA] È 


引 自 张 和 陈 的 [63]. 
本 章 中 的 方程 


$3.11 Hic * 115 > 


A(x, — brn rc) + afm) = On = 0,1,, (3.11.1) 
HER @ 为 常 符号 , 当 |19, 1 振动 时 考虑 (3,11.1) 的 振动 福 是 有 价值 
的 .另外 ,一 般 要 求 了 具有 某 种 单调 性 ,从 而 不要 求 /的 单调 性 而 获 
得 (3.11.1) 的 振动 结果 也 是 有 益 的 ， 
问题 3.11.1 |g, | 振动 时 ,获得 (3.11.1) 的 振动 性 结果 . 
问题 3.11.2 ”不 要 求 了 上 具有 某 种 单调 性 ,考虑 (3.11,1) 的 振动 
TE. 
问题 3.11.3 考虑 方程 
Aa, ~ Pn) + On „Max x, = 0n = 0,1,7, (3.11.2) 
的 类 似 问 题 . 
问题 3.11.4 ”给 出 方程 (3.11.2) 振 动 解 的 存在 性 定理 . 
问题 3.11.5 ”给 出 方程 (3.11.1) 和 (3.11.2) 所 有 解 非 振 动 的 判 
TEM, 


BUR br aa HERIR E 


$4.1 月 伴 二 阶 线性 差分 方程 与 Lagrange 恒等式 


二 阶 线性 差分 方程 
生态 Am 十 Gt, = 0 


(4.1.1) 


称 自 伴 的 ,其 中 户 定义 在 [a ,5+1] 二 a,a+1,…,65+1 是 正 的 ,g， 


定义 在 [a +1, b +i]. 方程 {4.1.1) 也 可 写成 
Prantl + Cnt + Psi] = O, 
其 中 
En = Qa Pi baa n2n€lat+1,o+1], 
当 no€E La,5+1] 时 ,给 定 初始 条 件 
Ly, = As dy, +1 = B, 
显然 方程 (4.1.2) 在 [a ,5+2] 上 有 唯一 解 ， 
n€la,b+ JE p,>0, ETI (4.1.2) ,通过 令 
Gn = Ea + Pa + Dy} 
可 以 将 (4.1.2) 写成 自 伴 方 程 (4.1.1)， 
例 4.1.1 将 方程 
Z£, + (sin n — 3+ 2” 2)7 + 2" 1r = 0 
写成 自 伴 方程 .这 里 Pa = 2" ,cs = sin n — 3°30" "1, 因此 ， 
dn = sina — 3+ 27142" 427-1 = gin yn. 
那么 , 它 的 自 伴 方程 是 
A(T TIAr 1) + sin ar, = 0. 


(4.1.2) 


(4.1.3) 


(4.1.4) 


(4.1.5) 


84.1 自 伴 二 阶 线性 差分 方程 与 Lagrange 恒等式 + 117 ， 


对 于 任何 方程 
nln + Btn + Yaa- = 0, (4.1.6) 
Hep rCla.b+1)]8 a,70,2€La +1,8 +11 y,>0, 我 们 选择 
h, 乘 以 方程 (4.1.6), 要 使 (4.1.6 ) 变 成 自 伴 方程 , 则 有 
Opin = Pas Yin = Prot 


这 样 有 Ay = hy, hE lja, b]. 那么 
意 正 常数 ,于 是 选择 


Gy 一 Pin + Py + Pa-1 
FE (4.1.6) 即 可 变 成 (4.1.1). 
例 4.1.2 将 差分 方程 


(n= Doe + (Foo n de + tas 0 (4.1.7) 
写成 自 伴 形式 . 事实 上 , 令 
m= [GD= DIE Taan 


则 
Pp, = (nC— DDT, = Ths 


2 
H 
Ga = (E T n F, 1 十 工 ， 十 Ty- 


= nf- nha t la TT, +r = n. 
则 (4.1.7) 的 自 伴 式 为 
ACP Ar 1) + wx, = 0. 


BE an ee bo | EG. L DÉSIRE, TUR 


ty Jn | Vn Yp 


= 4.1.8 
AT, Å Yp ( ) 


up = wirpa] = | 
|-En+] Yat 
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称 为 x, My, 的 Casorati 行列 式 , 记 
La, = 和 (和 -IAAm 1) + Grtn- (4.1.9) 
定理 4.1.1 (Lagrange EFR). 如 果 x,,y 定义 在 [a,5 +2] 
E, W 
Sra 一 TU = ACP uy), nElfla+tl,b +l]. 
WRA XIF anElatl,b +1], A 
Valk = WMA Py Arn) + Ian 
= Al Yn- Py btn) — AY- Perey + Yalan 
Ai 加 -Am Epi Pp A¥y ) 
+ x, MCP, 1 A¥n-1) + Ty, 
= ACP, 20 1) + ry,. 


I 


证 毕 . 
对 Lagrange 恒等式 两 边 从 att Abt 求 和 ,有 如 下 结果 . 
推论 4.1.1 (Green 定理 ) xz, ,y, 定义 在 [a ,5 +2] 上 , 则 


atl Atl 


D4 yda, 一 人 tt, = Pri (Whit — Path. 
FETE 4.1.2 (Liowille AR) i x,, 9, 是 方程 (4.1.1) 的 解 . 则 
TE, = 


其 中 nE[la,btll,ec 是 常数 ， 
证 明 由 Lagrange 恒等式 有 
A(p,-1%,-1) = 0, n€[la+1,6+1]. 
Alt. *trelat+1,6+2],p,iw-)=c 成 立 . 即 有 w, = 
[e,5+1l]. 证 毕 . Í 


E 
Pr’ 


$4.2 AEA PB Sum 理论 - 119 ， 


$4.2 BAAR Sturm 理论 


BE a, 是 方程 (4.1.1) 的 一 个 非 退 化 解 , 且 a Sp Sb +2 x, = 

O. (4.1.2) 8] 4 

Pr En, +1 =~ Pay tEn- 
Hz, 的 非 退 化 性 可 知 zx 4) AO, x, 14010 p>0. 于 是 有 如 下 结 
果 . 

引 理 4,2.1 ix, 是 方程 (4.1.1) 的 非 退 化 解 ,如 果 any <a 
+2 时 有 Za =O, MY Xn, En +1 SO. 

引 理 4.2.1 是 Sum 理论 的 基础 ,在 应 用 引 理 4.2.1 之 前 , 我 们 
先 给 出 广义 零点 的 概念 ， 

定义 4.2.1 对 方程 (4.1.1) 的 一 个 解 c, WRM no =a 时 有 
zn =, “4 ny >a 时 有 .mm =0 KA Ln, 1 Ey, <0, RATER a, AY ME 
点 . 

定理 4.2.1 (Sturm 分 离 定理 ) 方程 (4.1.1) 的 两 个 线性 无 关 解 
不 会 有 相同 的 零点 .如 果 (4.1.1) 的 非 退 化 解 在 mm WE ,而 n > 12 
是 它 的 广义 零点 ， 则 它 的 另 一 线性 无 关 解 在 [ao,m] 有 广义 零点 
如 果 (4.1.1) 的 非 退化 解 在 ae 有 广义 零点 , 在 np > 有 广义 零点 ， 
则 另 一 非 退化 解 在 [wo ,zi] 有 广 立 零点 . 

WERA 如果 (4.1.1) 的 两 个 解 r, Aly, 在 no 点 同时 为 零 ， 则 
tw =O, AN x, My, 线性 相关 . 

i x, Fe 《4.1.1) 的 非 退 化 解 ,mi 是 它 的 零点 ， n> n, 是 它 的 广 
LEA, 不 失 一 般 性 , Tig n>nl1+1, 有 8 nE (ni R27) 时 za 0， 这 
样 就 有 En 0. Wy, 是 (4.1.1) 的 与 a, 线性 无 关 的 解 ,日 nla, 
no JIE” RAE. RE nla. vy, >0, MA no& (nn). 1 
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择 工 >0 使 得 y% = Teno n © Lys m2] dn Py BA uy = Ya 
Tr, Œ (4.1.1) R — 42 3B th ff H. Uy, =, Un -1 tn +1270. 这 与 引 理 
4.2.1 FS. 类似 地 ， 也 可 证 明 最 后 一 条 的 成 立 性 .证 毕 . 
Sum 分 离 定 理 并 不 是 对 所 有 的 二 阶 方程 成 立 ， 
例 4.2.1 考虑 方程 
Trl 一 T X,-) 7 O. 


它 的 特征 方程 是 2? 2-1-0, Buber 29m (1 3)" 


V4 io 1 J5 z php EE 
ESEI semm nai F) HEERE VE 
amd 8)" >0 

由 定理 4.2.1 显 知 如 下 结果 : 

推论 4.2.1 方程 (4.2.1}) 或 者 振动 或 者 非 振 动 . 


$4.3 Riccati 方程 


如 果 方 程 (4.1.1) 的 每 一 非 退 化 解 在 [a ,2 +2] 上 有 不 多 于 一 个 
的 广义 零点 , 我 们 称 差分 方程 在 [a,5+2] 上 是 不 共 示 的 , 或 称 
(4.1.1. RAPHE HE. 

定理 4.3.1 差分 方程 Lr, 0 Ela, b +2 R la, o EA 

个 正解 , 14 BA Riccati 方程 

x, 

Rn = Amt dn + tp 
在 [e+1,5+2]( 或 La +1,0) AAR y, 使 得 
Ya t+ Pp) > O nEla+l,b +2]( 或 [a + 1,0 )}, 


证 明 ”我们 只 对 有 限 区 间 给 出 证 明 . 设 Ix, =0 在 [ae,5+21 上 
有 正解 x, . 作 Riccati 变换 


=0 (4.3.1) 


$4.3 Riccati 方程 - 121 > 


y, = A - pi (= -1), „E [a+l,b +2], 


yp + Pro = baie >0, nE[a+t,b+2]. 
为 了 证 明 y, 满足 Riccati 方程 (4.3.1)， 考 虑 
| 


1 _ 
AM, = ph PA 4) + P-TA Zn l 


1__l 
= — On t Mn-l Ln 7 r ) 


n-l 
== a + yl) 
Ta 
Pr-i 
=—q,+y,(—~= -| 
an + oa 
3 
=- gq, =- 一 一 一 ， +1,6+2). 
qn vy + Prt n@[lat+1,6+2] 


相反 , E y, 是 (4.3.1) 在 [a +1,5 +2] 上 的 解 且 满 足 y+ 2, -1 
>). 考虑 初 值 问题 


p_i (4.3,2) 


可 知 n€E[a,6b+2] 时 xzx,>0 日 有 Ar, 5 et EIE, -Ari 
n l 


= Yan -1 H. 
Alp, -jAx,-1) 一 tO, 十 Vy AC] 


= Grën. 
Bl x, 是 Lx =0 的 正解 .证 毕 . 


noai ae a 1 
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定理 4.3.2 方程 Lr, =0 在 [e,p+2]( 或 [ea,co)) 上 是 非 共 斩 
的 当 且 仅 当 Riccati 不 等 式 Ry, SO 在 [a +1,5+2]( 或 La +1,%%)) 上 
AE -y, iy, + p,-,>0 Ela tl,b+2) (eR a+1,%°)) ERY. 

证 明 Ci tx, =0 [a,b +2] BAERS, u, Miu, Ble, =0 M 
足 条 件 0.2.4, = 1 Al y+; =1,~-2=0 HR. h EHETE Al n 
Elatl,at+2 Af um, >0, nE La b +1] a, >0. 这 就 证 得 ry = x, 
+, fi La, =O 的 正解 .这 时 自然 有 (4.3.1) 成 并 ， 

相反 , 设 Riccati PER Ry, <0 在 [a +1,5+2] 上 有 人 解 ye 满足 
p10. 设 各 是 初 值 问题 底 , =0,> ,= 和 + 的 解 , 假设 nEla 
+1, 0+ 1] AT 2,229, .这 时 

x 
Ya + Pr- 


0 > Ry, = Ay, + + dn. 


因此 


由 六 z)=- 伴 -(c>0) 的 单调 性 可 知 


Yr & — 9, = ar: 
本 TS zy + Pu-1 Tn “nti 


这 说 明 Eia tl, b t2 mS TE. 

推论 4.3.1 W e,<0 #latt,b6+1)](Rlat+1,~) maz, 则 
Iz, =O#F[a,6+2)(BRla,~)) ESE HIER. BO 4.1.1 EGR 
Bi. 

定理 4.3.3 WR p, 在 [avco) 有 上 界 日 非 振动 , 则 或 者 Sg 


tf=atl 


KARE X) g, = o. 


t—ail 


WEAR Ok na Wz, >0 是 方程 Lx =0 KIRE, 作 Riccati 变换 


$4.3 Riccati 方程 - 123 ， 


neozatl. 


由 定理 4.3.1 可 知 y+ 2%,-,>0A y, WE (4.3.1). 对 (4.3.1) 求 
A, WA 


2 
_ _ 5 Ys 
| = A 一 Xa ,全 | 入 + pi (4.3.3) 


me 了) < 0,4 ~,<m, WA 


r—ait 


Ya 
a tm Sja pn l 


于 是 有 D Pai) + P) ， < co „T limy, = = Q. ane Ys zi Fs woe. 如果， 
a= ati aT x s=atl 

ee Lo R-na m wat a-o 

sat Ys + -i s=ati 

毕 . 


由 定理 4.3.3 显然 有 如 下 结果 ， 
推论 4.3.2 Mo, 有 上 界 且 S g=, M Lr, =0 H3. 
Hit 4.3.3 MR, ALAA 
~ 9 lim inf >) q, < lim sup >} ds 5 9, 
则 方程 (4.1.1) 据 动 ， B 


定理 4,3,4 如果 
limsup >, q, == 1, (4.3.4) 
则 方程 
Ve tar =O | (4,3.5) 


振动 . 
WEAR 设 (4.3.5) 有 最 终 正 解 |zx,!， 作 Riccati 变换 
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Tp -l 
Pa a 
这 时 有 y+ Py = 3a +1>0 H 
2 
Yn 
AY. — Gy Ma + 1 


对 充分 大 的 NN， 从 NN 到 n 对 (4.3.6) 式 求 和 和 , 则 有 


n n y? 
dntl 一 EEN T Dif. ~ ` 


+ Yay rowel o's 十 ] - 
如 果 
on 2 
i o, 
c= Nays + I 


XH4.3. AFB. we 


= y 
arn a 


= 一 mw+] 
这 时 有 limy, =0, 且 有 


IN 
] + yw 


0 之 一 


这 也 是 一 个 巴 盾 .证 毕 . 
例 4.3.1 在 方程 (4.3.5) 中 , 选择 


Wie =- 4 41141 
Gnta=atl = | hs 2? 2°3°3°3? 


+ limsup >) g, > 0. 
n rœ wi 


s=Nil 


1 tft. 
4” 4， 


1 
4? 


(4.3.6) 


(4.3.7) 


,| 


iI. 
4? *\? 


则 (4.3.5) 振 动 . 因 为 这 时 有 N>>a +1 使 得 limsup Dog, = 1 


3 4.4 线性 二 阶 方程 的 振动 性 


这 里 将 考虑 差分 方程 


A T] + Bety = 0, k = ] 之， 


(4.4.1) 
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Epia | SESE He R AETI. FEA LS 

BE 4.4.1 Wie P44. HRA ER, W Am >0 最 
终 成 立 . 

证 明 设 存 在 M >0 TG AM, E a >o, WA Ay) = 
- by, SOM AMAL RSM 成 立 晶 不 恒 为 零 . 于 是 An >0 或 Am<0 最 
终 成 立 . 如 果 命 题 不 成 立 , 则 Arn <0 最 终 成 立 . 于 是 有 a> RM, 
>M 使 得 kM 时 AnS- a 成 立 . 求 和 可 知 limxs = 一 oo. 这 是 
一 个 矛盾 .证 毕 . 

给 定 两 个 固定 的 实数 a PD, 那么 由 条 件 

up 十 any =O, pel + du, = 0 (4.4.2) 

确定 的 {4.4.1) 在 [0,n + 1) RAEI TEAR u= (ug, uj, te 1) 
称 为 (4.4.1) 的 相 容 解 . 令 

Jlu} =Q +a)u? + 2 (Au) + (1 + bu? 一 Yah. 
这 时 有 Jla] =0. 确实, H u RU. 4. 1) 的 两 边 并 重新 整理 ， 有 

— Ål up- Ami) + (Augi) gui = 0, 

Mk=1 3) =n 对 上 式 求 和 并 利用 条 件 (4.4.2) 即 知 Se] =O, 

引 理 4.4.2 (RIX w= (uo, uit, ,w+1) 是 方程 (4.4.1) 的 相 
Ane, RE [lt 时 总 >0. 那 么 ， 对 任何 相 容 量 y= (ys Yp Int, 
WDA Il y]20. Jy] =0 MBB y Alu 线性 相关 . 

证 明 由 于 


Anaf >t i)a (2) ag. 1 
Le 


= AC yi) 一 weir i A (SE )y 一 avi 
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从 1 到 -1 对 上 式 求 和 , 则 有 
S {AC yz) 一 unla t) 一 qayi | 


2 
Hn — -1 + 4O¥1 
三 y 一 yi -— 一 一 :一 


H] 
2 
oži 
- 2) nana ty 十 yt] 一 un) — yf + ! 
= gy + y Hat | 4 z- 0 ). 4.4.3 
= g + yA (Ba 十 如 y~ l ( ) 


将 ug = — atiz, un = — bu, AER, WA 
Jly] = 3 man [A (2)] 20. 


iy 

如 果 a(2*)=o, MWeRELinwlJH y= cs. 相反, By Bu 的 党 
数 倍 , Ml yl=e7F le] =0. GEE. 

引 理 4.4.3 W a = (ugu snn SEA P44. IR, kE 
{1,n] 时 up P0, H ugt au, 220 Al unai- huet 中 至 少 有 一 个 是 严 
格 不 等 式 , 则 对 任意 相 容 向 量 y= (yoyo A SL y]>0. 

证 明 与 引 理 4.4.3 的 方法 相似 , 故 省 略 . 

引 理 4.4.4 如 果 off} =ak +b, BRS 

(Dag (ka(rt+l) og (ek), r20, 20, 9(k) 0, 

GDAP R) >a(r+1)¢(k), -1<r<0,a >0, 0(k) 20, 


2 
(iii) (Ag? (k) Pr Ag Mk —1) Isr, rl, a20, 


2 
Civ) (Ag? (RP <a Ag R+), r>2, a>0, plk} 
z0, 


$4.4 Att br A Bee: » 127 ° 


(vag (k) 2 Ag t k-1), r20, p(k- 20, a20, 


= 
(vag (k) >H Apik), <0, r+- 1, pk) >0,a>0. 
证 明 ”假设 r20, a20, p(k 20, H PE ET Al 
Ag (ky) = ok +1) — oe) = alr + Deh) 
malttle (k), R&R, 
这 就 证 明了 {i) .关于 (让 ) 的 情形 类 似 可 证 ， 
如 果 OS 72,741,020, p(k-1)>0, BBA 


[Ag (k)}?= 192k +1) ~ p(k) I? = a ag PCa) | 


> 4 p- 
2 
= —#F Ar _ 


FEDEZ. Civ) AEBS GDA. 
47120,020, p(k -1) 20H, 有 


ag(k)= alak +o) Sf" dr 


THe py _ gitl(k _ 1)! 


1 
+ 


BA (v) oar. (vi 类 似 可 得 .证 毕 . 
定理 4.4.1 方程 (4.4.1) 非 振动 当 且 仅 当 存在 一 个 正 整数 M 
使 得 
> byi < yhni + > (Ax)? (4.4.4) 


HERERO wy， … RY. 
证 了 明 如 果 (4.4.1) 非 振动 ， 则 有 解 1xv ETE 2M 时 x >0. H 
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引 理 4.4.1 可 知 kM it Ar, >0. 由 引 理 4.4.3 知 (4.4.4}) 成 立 . 
相反 , 设 有 正 整 数 M 使 得 对 任意 非 退 化 同 量 (er, Sata 
yy) 4 (4.4.4) RE. S lalo ETT FE (4.4.1) RF zw = 0 和 
aye = 1 确定 的 解 , RIPER k >M 时 Am > 0. MEF, M 
$ N>M Ē An 非 正 的 第 一 项 , AM+1S ASN Ate >O.4 y= 
1 这 时 有 .JJLy]=0. 即 
View + dy (Axe)? 一 > Dey 


k= M+] 


mod mw 
= Ry + > (Ax)? 一 >) bxi 


&—MM+] koH 
EN] —_ 

= — f = 7 jà = ay Ary Ten D. 
TN ` 


KEA E. EE. 
例 4.4.1 考虑 差分 方程 


Ata) + =0, &£=1,2,°, (4.4.5) 


1 
(4k + 1)(48 +2)74 
(4.4.5) 89 Riccati 方程 是 


AȘ _ d 一 . 
Ye + Yra = 2- {4k + -D +2)? Å = 2,3, 
Sy, =2, HARE 
1 _ 
Ye lt ate ep: 中 一 下 
这 时 令 xo = 43/60, = lage = Il» 它 是 (4. 4. 5) 的 一 一 个 正 


解 . 因 此 {4.4.5) 非 振动 . E IM+ My) , 
我 们 有 


™ 


N-1 2 RN _ 4 
yh + 2 Av) 21 ks DR +2) 


&=M+1 
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A- 1 M 
， I 1 


R= Atti &= MII 


r 


_f, O _ 1» 
p gost) ei lhe + aa 


* 


™ l ， 
xo | 1 2 j _ l | 
t 4 [+ ag <3 | 98 ae tjl F] Yis 


I | = MOA + 28 + 12 > 1 


ath [i 
4k +2 4(k +1)+1 16}? + 282 + 10 
I 四 I 
ELY+ 755970 Aml -nO 
于 是 
] 


1 + gohi — Zye + E -gg Ti Ra = 0, 
而 等 式 成 立 当 且 仪 当 Me = Mery =O. AEB Ynis … Vy) Æ SE IB fb 
的 , 则 有 
na s, 
Mort Dy (My) > 2) GES DUE ED 


k-i] È- M+ 
由 定理 4.4.1 可 知 {4.4.5) 非 振动 . 
设 Mn 之 NN, 令 


(k — M) a ~ 
y =d MY MHISE SY, 
\ 


t, k an. 
BBA 
‘yet 5 5 zat m% 一 1 
Yar + > (Ayp) = Myer 十 > (Ay, )* 十 > Am) 
h=M+1 k=M+1 han 
_ l 
™ nm AT (4.4.6) 


H (4.4.4) 41 
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M N N 
Sh = Dba 5 by < a, N>M+1. 
k=atl A= atl k- Mfl n—M 

(4.4.7) 
更 在 让 N 任意 大 ,由 (4.4.7) 推 出 


(n-M) >) & <1. 
上 二 n+l 
Ay 


b* = lim supa > by, 


k=atl 


我 们 看 到 如 果 6 * > 1 WM (4.4.1) Fes. 
定理 4.4.2 如 果 方 程 (4.4.1) 非 振动 且 有 Ose <1, 8>1, EBA 

对 任意 实数 wo, ABR M> ow 使 得 
lim sup { (7 — w)! P Ss) 


f= Mt 


(k 一 ww) 
1 


十 【入 一 外) > (k 一 cu ) by | 


B-aj, a 1 
<54 J+ gD (4.4.8) 
证 明 设 izi 是 (4.4.1) 的 最 终 正解 , WA M>w 使 得 k 宇 M 有 
x > 0. HEH 4.4.1 知 , 对 任 一 非 姑 化 商量 (riywria ON) 


(4.4.4) 成 立 . 设 nEOUM,N) 令 


«$$ c 
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mA 


+ Te 人 4.4.9) 


H te H — w 


如 果 1<BS2, MEBI. 4.4(iii) 和 (4.4.9) 式 可 知 


Yue + > (Ax, ) y 
k= Mt+1 


O- Ë UU 
<e t ap- Do ll To 
+ 可 之 =e i Uae 7 ] 


eO) 
= yma + RB — DG a! = 


x 
: 


E Er - (5 He | ] 
一 w ae 
< irer Í N Taq aln- w) 
(4.4.10) 
因为 


N 


| boh =(n - w) sD (k - wy 


k- Mil 


+n- w)" 5 (h-w)%, (4.4.11) 
由 (4.4.4) 和 (4.4.10) 可 知 
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(n = w) Ê 3 (hk — wh, tin- wo)" y (k — wb 


M+tl-w E g? 
< | na | + Ag) + HT ed’ 
于 是 
(Ca oP SI ao 有 or Y (k — w)" 


&= Mt] k-ai] 
2 


M+1—w\F! 有 
< | w ) tM+t= w) t RB -ay 


ma 
AN (4.4.8) Bear. 
WE P>2, (4.4.9) ASA 4. 4.40) Civ) B] A 


N-1 


Views + > (Am Y << Vea + 
k— itl 


. -= w = wi 1] 
和 (和 yo - (Hy ] 


+ 人 
= (Mey gaol (vs) "| 


g a y FO — aE- 
taR- DO - æ) + (ey -~ (M+2-ey ] 


nH 


M+1—wY 序 n+2—w\P! 
< ( n— w ) + ca n-w 
a 
* ada) = a) e412) 


由 {4.4.4)， (4.4.11) 和 和 (4.4.12) 有 
(n= w) PS) (k - wb, t (n -w)" X (k — oh, 


Ł- MHIL 
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M+l- aý [让 á Jan+2-o! a 
< ( 所 一 w ) + 一 KETI hn ) tage) |: 
于 是 
(n = wy? 5 (k — ww)’ + in- w)" 5 Ck 一 w) br 
b= Mtl nt] 
-{Mt+il-a\y" B E H+2- wy 
< | a (M+ 1 w) + gop T ) 


2 
a -- 
+ ACL 一 a) 
这 也 使 得 (4.4.8) 成 立 .证 毕 . 
选择 wm=0, 则 (4.4.8) 变 为 
lim sup{ a!f 5 kb, + nie V° kb, ) 


和 中 一 are k= Tpi 


Broa 1 ee 
< 4 +r- nal (4.4.13) 


这 时 令 a =0, 由 (4.4.13) 可 得 


lim supr! Ë > hb < ji 
k= om 
MRD B=2, 由 (4.4.13) 可 得 
: . l-« ~ a {2 — a)? 
lim SUPT fuk b < 4G a)’ (4.4.14) 
r= Rie >; i*b,. (4.4.15) 


Osa <1. A BR (4.4.1 AER BH, 由 (4. 4.14) Air, AR. 
定理 4.4.3 O0Sae<1,8>1, 方程 (4.4.1) 非 振动 , 那么 有 正 
整数 M 使 得 


i-B p-2 t 1 
lim supa Sa eS + RIDA way: (44-16) 
证 明 首先 令 
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T, = kn = > fb, REM. 
了 一 由 十 1 
H(4.4.14),.7, 有 界 且 满足 
AT, 一 一 (k + Tbes = 0,2 =z M, 
bs =- RAT, kLEM +1. 
如 果 g-a-120, 这 时 有 
Dy R= — DD RP ATL 


hoMerl k- Aft] 


=- (n +1)? °T, + (M +1) Tyt >) Take 
上 .一 M+ 
n-1 
=- nT + (M+ DE "hy + >) DARE” 


£= M+ 


-I 
>- ne T+ 3) 7B — ae 


= M+1 


WR 8 一 a 一 1<0, 这 时 有 


Dy kos- >) ARa- D -DA 


上 £= M+1 =M] k= M+1 


=~ nT +M Tyt >) A-1) 


&£=Mti 


n-i 
>~ POT, + 3S TB ~ a) eer! 


k= M+ 
a-i 
=- nly, + (B-a) >) rk, 


其 中 应 用 了 引 理 4.4.4 (ii) .证 毕 . 
定理 4.4.4 如果 方程 (4.4.1) 非 振动 ,0<a <1, 那么 


§4.5 Emden Fowler 方程 + 135 ， 


lim infa!” >, 
证 明 如 果 1<8<2, 由 定理 4.4.3 MA EB M 使 得 
(4.4.16) Rw. 当 zE{M+1,n 一 1) 时 ， 有 


z-] l 
. - -3X iig- 
lim sup( n! BS) RP en + nl DN 2 ) 
is b= M+1 bes 


a — dl 


Io 1 
S4 + Ba a) 


i m, = infin kzz +1, ot, SARS 4.4.40), 
a-l n-i 月 -2 
ale Silty, > md) (| .1 
-z kor 


(4.4.18) 


> m3 ghia fy" = 和 [位 六] 


于 是 

1 1 
4 AB-I- a) 
BFE 8-1, 再 令 2-1, RNA 


rn-] 
= lim supr! BO pty, a 
oo k-z ~ 


l 
Me SAG a)’ 
证 毕 . 
a = 二 0 时 ，(4.4.17) 变 为 
(4.4.19) 


$4.5 Emden-Fowler 方程 
本 节 中 将 考虑 二 阶 非 线性 差分 方程 


Me tg =0, n= 1,2, (4.5.1) 
其 中 y 是 正 的 奇数 之 比 , tg, 1 是 实数 列 且 对 所 有 太 n PEKE. 方 
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程 (4.5.1) 是 众所周知 的 Ernen-Fowler 方程 . 
首先 我 们 瞧 典 |g}! 主 0 的 情况 .对 (4.5.1) 求 和 有 


An = An Dlg, OS <n. (4.5.2) 
再 对 上 式 关于 a 求 和 ,有 
Ini) — aya = (n- k)AX — > (n+l1-iga. (4.5.3) 
对 于 (4.5.1) 两 边 乘 以 n ,再 求 和 有 
Ñ jan = Sijan- I- Val, 0 Ose <n, 


1— +1 J 二 站 + 


H (aye 一 Tp) = RC apy 7 Xg) 十 mn 一 4 一 Dj (4.5.4) 


i= eit 


引 理 4.5.1 WRA NM 使 得 N<n<M 时 有 Ar, <0, M 


(a) try t Aryan N NM, 

(b) x, ry + Ax, vane N<lnelmM, 

(c) a2,en,.N<n<M,a>0 是 常数 . 

如 采 附 加 条 件 2220, Ax, 所 0,Axr, >0, A ENE, 
(d) oo A = 


证 明 有 0, 即 有 An SAn i. EEX 
任意 的 N< nsA,， 我们 有 
_ av = San < YAm = (n = NA. 


即 (a) 威 立 ( (SOT Ho) AT a) 


Ta => Ar,- (nn = N} = DAA 


之 六 , RIN. 
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LE 
($$ = 


由 条 件 可 知 {d) 成 立 ,证 毕 . 

引 理 4.5.2 ic, 1” vv 是 方程 (4.5.1) 的 一 个 正解 , 则 对 于 ne 
N, @ ays a, MOC Az. Ar, 成 立 . 

证 明 OF (4.5.1) BD n EN hir, > 0, Ar, Ax, ROTA 
REN $i An <0, (4.5.3) 0H x 最 终 为 负 . 如 果 An = 0.18 
(4.5.3) m >k IG An, <0. FREY nN Nae 一 zx, = 
Ac, > 0 fa BOW. 证 毕 . 

对 于 (4.5.1) 的 负 解 也 有 类 似 于 引 理 4.5.2 的 结果 . 

定理 4.5.1 Ry >, 则 方程 (4.5.1) 振 动 的 充 要 条 件 是 


>) ng = ©. (4.5.5) 


ne ay 


HER Oi (4.5.1) ATRAER ix, |, 不 妨 设 nN >O Af 
x, > 0. H5 4.5.2 FTA 2, 单 增 ,Azr EILA BESS ,对 (4.5.1) 两 
WRL nx, *, FORA, WA 


二 一 上 k-i 
nx Aaea + Yng, = 0, &>N. (4.5.6) 
n= NW my 

于 是 利用 分 步 和 有 


-1 ki 
krg Atg- — Ney” Ay.) — D Ar, AC nr, + Dngs = 0. 
heh n-N 


(4.5.7) 
由 引 理 4.5.2 (4.5.7) A 
& 
>) Ar, Ag) — oo， (4.5.8) 
ny 
AA , 
Alnar, ) = (n+ Wage, — nr = r+ nAAL’). 


因为 y>1 ,于 是 由 引 理 4.5.2 可 知 ACs, ”) <0. ERA 


k 


点 
5y ERA + nAr (x, ) Js Dr Axy « 
n- 


a=W 
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F(x) =a, + lAr) iron) nirin tl nN. IA, Sn) = ar, 
flat 1)=2,4,,0 f (4) = Ar 0n <r n +1. AE, r) r 
N 时 是 单 增 的 连续 函数 . 


ati nt! 
ahan = | Zr dr = | Fn + DF (Cr) dr 


< FF ar = It DFM) 
于 是 
Dahar, < < Ts "(k +1)— PCON)]， 


‘ES lim sf ;Ck + DEEE. 于 是 有 (4.5.8) 收 伍 这 是 一 个 矛盾 
如 果 


=x 


Dag <, (4.5.9) 
"= Ay 


则 有 N 使 得 
max | D G- maY G -nal < >. (4.5.10) 
RN r=atl pont] 

话 是 形 如 1z,17_w 的 所 有 有 界 数 刚 构成 的 Banach 空间 , 范 数 是 上 确 

界 范 数 , 今 

:， 1 | 

Bia Sr, 1 | 。 

显然 ,是 WA ROR. EBT Too are, 


(Tz), =1- > (2-n)qat, n>N. 


HO 的 定义 显然 有 TOTO. 注意 到 对 于 r, yen HE 
la- lyla, iDEN, 


于 是 
(Ten = (Bal D G -nal -y | 


84.5 Emden-Fowder 方程 + 139 ， 


<27) G- wala HSH lr- yll. 


即 工 是 压缩 的 . 于 是 本 在 0Q 中 有 不 动 点 = lettin, EEE 
(4.5.1) 的 一 个 解 .让 毕 ， 

定理 4.5.1 证 明 的 后 半 部 分 对 于 0< y<1 也 成 立 , 相 反 , 如 果 
(4.5.1) 有 一 个 有 界 最 终 正 解 ix,}, 可知 它 是 单 增 有 上 界 的 . 这样 由 


(4.5.4) 可 知 Sng, < 00. 于是, 我们 有 如 下 定理 : 
定理 4.5.2 ”方程 (4.5.1) 有 有 界 最 终 正 解 的 充 要 条 件 是 


(4.5.9) R. 
定理 4.5.3 (OK y<, 则 (4.5.1) 振 动 的 充 要 条 件 是 


ng, = ©. (4.5.11) 


a Ay 


证 明 RA n>N 使 得 x >0 是 (4.5.1) 的 解 ,由 引 理 4.5.2 | 
x, 单 增 , Ax, 是 正 的 非 增 的 .用 (Ar 7 除 以 (4.5.1) 并 利用 引 理 
4.5.1¢d) PJ Al 


È A. a- a ¥ 
5 Ae + SE <0, kB2N. (4.5.12) 


为 一 方面 , 令 
fla) =x, + Ar n), nSxctnt+iyn >N. 
由 定理 4.5.1 AE TJAN f RTE BE ae He RK 
glx) = fla +1) - fla), rN Eg (r) = Ax, — Ax) <0. 
于 是 


Nx) -f Ar | -> n g(x) 
(Arna) daa (Arp) Z da g'a) 
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这 样 
a Aa >|" glr) gg "(k) - gt 'QN-1) 
noah (Ar, 1)” m 2N~ | gla) t 一 FY 


JE kN BY gg! k) >00 Ra, 
IES) ng, < 90, 则 存在 N 使 得 


Sn, < L, 
n= 
给 定 初 始 条 件 ty =O,2n., = 1, 由 于 (4.$.1) 是 一 递 推 关 系 , 于 是 可 
求 得 (4.5.1) 的 一 个 解 1z | 这 时 有 Ary = 1, RH Nja 时 
ÍKAI, WA NLG Sn 时 有 .>0. 由 引 理 4.5.1(a) 可 知 
TEAmI N) =j-NSj, Ni <a. 
Az, = Ar, D ggal 3 qi 2S. 
而 Ar, SAry =1 是 显然 的 .因此 ,nn 主 NN HALASI, 由 此 可 得 
ty, 7-0, AEN +1. TEE. 
注意 到 对 任意 的 实数 a, 令 
Ge = Cr +4)" [ Cn + 2078 + 2G + 1) a], 
时 ,方程 (4.5.1) 有 解 = 6-1)" (nt 1)". 因此 ,对 非 线性 方程 
(4.5.1) 其 振动 解 和 非 增 振动 解 会 同时 存在 .另外 ,对 于 0<y<] ， 方 
程 (4.5.,1) 总 存在 振动 解 . 
接 下 来 我 们 看 qp <0 的 情况 . 为 了 讨论 上 的 方便 ,我 们 将 方程 
(4.5.1) 写 成 
Ar (4.5.13) 
引 理 4.5.3 如果 Tv-Is mvyav 疡 0, 则 由 初始 条 件 ZN_iy-zw W 
定 的 (4.5,13) 的 解 满足 2, Al Ax, 非 减 和 非 负 ;类 似 地 ,如 果 y 
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aw ty SO, DU A A A EE x, A Ax, EI AEI. 

证 明 由 (4.5.13) 可 邯 

yyy 7 Ex 5 IN T TN- t GNEN (4.5.14) 

因为 gn 20, BEI AOR xy, Ary -0, 由 (4.5.14) 可 知 INL IN 
mea ~ ty 1220. BY Arye Ary bo Ty [SEEN 由 归纳 法 可 证 命题 成 
立 . 命 题 的 后 半 部 分 类 似 本 得 ,证 毕 . 

由 引 理 4.5.3 可 知 ,满足 引 理 4.5.3 的 (4.5.13) 的 解 均 是 非 振动 
和 单 润 的 .下 面 给 出 更 -一 般 的 结果 . 

推论 4.5.1 方程 (4.5.13) 非 退化 解 最 终 是 非 振动 的 单调 解 . 

证 明 如 果 x, 是 {4.5.13) 的 一 个 非 退 化 振动 解 , 则 必然 有 任意 
大 的 N, 使 得 zy <0, a0, A aw 1 0,0 成 立 ,而 由 初始 条 
件 xp, ty 确定 的 解 是 非 振 动 和 单调 的 .由 解 的 唯一 性 可 知 开 盾 . 
即 (4.5.13) 是 非 振动 的 , 比较 引 理 4.5.3, 我 们 只 有 初始 条 件 为 zo> 
x >0 Alay <x, <0 时 的 单调 性 林 给 出 证 明 . 4 xg > > 0 BY, 
{4.5.13) 的 解 有 三 种 可 能 : 

(a) x 是 非 增 正 的 ; (b). 有 最 小 的 N Bi an 0; (DARD 
N 使 得 x Saw. 

(a) 成立, 则 2 单调 .(b) 和 (ec) 成 立 , 可 由 引 理 4.5.3 得 证 . HE 


va 
定理 4.5.4 设 xz,y 是 方程 (4.5.13) 的 解 , 满 足 条 件 
TM S YA tua > Ser (4.5.15) 
或 者 
tM THM Ther = Jue (4.5.16) 


Nn >M+l itz, Syn CM hfr <y, H rp- y PHB. 同时 
In T Vy È Cn — M) Cima — ome), nM +1, 
In — Ya <= (M - n + Day wW), nM. 
和 证明 Hy (4.5.13) BY 
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一 2 二 
= yya T Ayy + YM (4.5.17) 

FH (4.5.15) 8% (4.5.16) (4.5.17) 5J% 

2 一 Dyer 22 Pfam — Sai) — Cow — Jar) > 0. (4.5.18) 
令 

wk = Eyre T Mpo R 0. 

Ha (4.5.15) BK (4.5.16) Hl, ug <0, w 20, EA} (4.5.18) 有 wey 
Rea 一 ey 2wy, s WIAA BY Ai 


m> (ri ja>, k> (4.5.19) 


再 由 (4.5.18) 有 w >0, AE, ee? 时 ug >00. 64.5.1 k2, 
ths oruy,. B 2, yn 4Sn2M+1 时 是 单 增 的 .重复 利用 (4.5.19) 有 


R 中 一 |] -2 2 
he ET pod eos ptt = Bek 2, 


BA x, = yalan -Mami mnd a Mt, > 
up = EM+i-g> te TT Ymr- = 0,1.2,°°.M 41. 
us Ay 是 方程 
Ups, — Zug + tpl = Oyri- & = 1,2, M 
的 解 ,应 用 前 面 的 讨论 可 证 定理 后 半 部 分 成 立 .证 毕 . 
由 定理 4.5.4 不 难得 到 如 下 结果 . 
推论 4.5.2 方程 (4.5.13) 存 在 单调 无 界 解 . 


$ 4.6 ”二 阶 非 线 性 差分 方程 {1) 


考 虚 差 分 方程 
Alc, Ay,) + tye, = 0, n=0,1,2,.., (4.6.1) 
其 中 > 是 正 的 奇数 之 比 ,c, >0 满足 
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J 


tLe oo， (4.6.2) 


a= ay Cn 


M 


1D, | 是 实数 列 . 

定理 4.6.1 假设 r>1, 6,220, (4.6.2) R, 则 方程 (4.6.1) 振 
动 的 充 要 条 件 是 
SD pier = %9, (4.6.3) 


n-ap 
其 中 
Pe = dy 二 
证 明 设 1y,1>-w 是 (4.6.1) 的 一 个 止 解 ,由 (4.6.1) 知 

A E0, nen, 
All 

Cp, Se enAyy, ALN. (4.6.4) 
BR 

AN, S NÄYN Cp aoe N. 
MN Bln IERRA, 则 有 


Yarl — Jw EE Conds) >, +, nN. (4.6.5) 
15M “t 
由 (4.6.2) 知 y, AEA. 4.6.4) 8A 
IN I (cvA yw) 5y 1 aN. 
=w 了 


& n> coll AT 

Yr IE Condy) ons (4.6.6) 
由 (4.6.4) 可 知 Avy 有 两 种 可 能 ,我 们 将 分 别 给 出 证 明 . 不 访 先 设 
ne Nit, Avy >0. 对 (4.6.1) 从 NN 到 RAD 


>) Ale Ax) + > = 0. (4.6.7) 
TM ITN 
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Cnt karl T enASy + yan =, 
I= 
或 
Zp cy Ayn. 
7A 
令 nn 一 co, 有 
DAAA < oo . 
i=N 
注意 到 y, 单 增 , AULA c>0 及 NEN (Bn N Hye ,从 而 


有 MN, 使 得 
Ya = Pas n c= Ng. 


于 是 
> Pio < co、 
E= Ny 
这 是 一 个 了 矛盾. 
现在 再 假设 
A n>N. 
这 时 


AllcAy) T= C rt DETA) 
= ior + DC peeve", cd < Ê< 0, Ay, (4.6.8) 
注意 到 (4.6.6). 由 (4.6.8) 可 知 
Af Cena TS (- 7 +1)(- PY) Cent Ada) T 
= (-r +1) ena, tt) (Cn AV Pnr Pp - 
因此 
ALA E- (Cr - 1) bya) nN. (4.6.9) 
AN Bln 对 (4.6.9) 求 和 , 则 有 


84.6 二 阶 非 线性 差分 方程 (了 + 145 - 


(cya) Axa) +! 一 (eyða) ortl gr — {r 一 1) oa 
因此 
- (ey Bon TES Cr D Vp = Cendow) 1 
令 noo, MWA 
pin < %. (4.6.10) 
这 仍 是 .一 个 矛盾 
相反 , 我 们 假设 (4.6.10) 成 立 . 考虑 所 有 实数 列 | yw 构成 的 
Banach 空间 A, HERIR E 


Ixi = sup(2*), n>N. 
定义 算 子 TO es, 
(Ty), = o + on 2 Poe + > pp -io nN+1. 
(Tin = Pn. 
对 任意 的 yEO,(T, veh nN. EEN 足够 大 使 得 


Ss i 
FE POS Br 


因此 
(D) ofh Š paat D pein )< pon SNE 

MAT AnS en nN. EE r yeng 

5 T, - (Ty), |< Sa -nlt pp 


(et) Gb Se oY ~ 


Ai 


= 5 Pes 
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Ti+ Xi | 2; y; 
<2 > es 一 Pan +r Sb ves Pi po; 


<4lz-yll. 


BD, | te~TI<5 leyi AT E EO WAR 
动 点 cE QO, EEU. 6.1) 的 -- 个 解 ,证 毕 . 
定理 4.6.2 (IK O<r <1, 9,220, (4.6.2) BAY, UA FE (4.6.1) 
Pe A) Fe AB 
2 Ppi = %. (4.6.11) 


WEAR B nN AY y, >0 (4.6.1) RE, A 
Alc, Ay,) SO, aN., 
如 果 Ay, >0, 我 们 有 (4.6.10) 成 立 , 对 于 充分 大 的 ,我们 有 Onl, 
上 由 之 各 -因此 有 


D> Ppi < co. (4.6.12) 
rN 


这 是 一 个 矛盾 . 
MAR nN Hf Ay, <0, 由 (4.6.7) 有 


Cnt 1 O¥q l ~ CNAYN + DP ies 一 0, 
E CatlÊYp+ | a Ysa, 


1 ~ 
一 和 1 22 i Spy, ; R-N, 
Cnil, iN 


Bee<0,2e<t—r, Bie AOR). 
- A(sei,)=- 2e (EE) Ay, 


2e—] a] 4 
= elé) (二 LPS 


84.6 二 阶 非 线 性 差分 方程 (1) - 147 : 


_ l 
> deta {> =) Sp ret? Yat < £ < Ya+l- 


因此 


A( 1) >“ Dp. ! (4.6.13) 


tmil; 


因为 有 互 >0 使 得 nN ET O< y,<H, FRAY b> 0 使 得 


Cpa; ~ 
上 式 求 和 有 
"a È 
YAI 一 y k 一 Cc P, 
-Nx ĈijeN 
2k AU E 


& otf I(4.6.1) RE WELTER 
402 (4.6.12) Ran. UNRATE, 其 上 的 范 数 为 
yl = supiy n ZN}. 
a 


$= 


y, & EX <n, a =N}. 
定义 算 子 T S>: 


Pai t Dppiiv, nN+l, 
(Ty)w = 1. 
选择 NN EEK, 使 得 ol, nN, H 
> pbi <a 


可 证 明 TS 守 $S AT ERA. KE,T ES 上 有 不 动 点 y, 它 也 是 
(4.6.1) 的 一 个 解 ,证 毕 . 
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$4.7 二 阶 非 线性 差分 方程 ([ 工 ) 


考虑 二 阶 非 线 性 差分 方程 
Ar Az, ) + pz) 一 0, H 一 0,1,2,4, 
其 中 1 六 1 是正 数列 并 满足 


iP, EBA, JE COR, ROHIT 240 有 afr) >0. FE 
Nx, + pr) = 0, n= 0,1,2,.. 
SRI (4.7.1) APPR. 
定理 4.7.1 假设 ix, EREA 


lim Sept — pp) = oo, “> 


me Fak m 


其 中 
Py = max( pi ,0), pr = min( P, ,0), 


(4.7.1) 


(4.7.2) 


(4.7.3) 


下 各 方程 (4.7.1) 的 有 界 解 1z,| 或 者 振动 或 者 满足 lim inf] x, | =0. 
证 明 设 1z1 是 (4.7.1) 的 有 界 最 终 正解 , 则 有 n > no 使 得 
n>n z, >0. 如果 lm inf, 之 0, 则 有 nn, 及 正常 数 c Acs 使 
得 n> no I cy Sz, Se. 由 了 的 定义 可 知 , 存 在 正 数 M 和 M 使 得 
n>m 时 MSA 2) M2 ,对 方程 (4.7.1) 两 边 蒋 以 m 并 求 和 , 则 有 


3 kACr, Ax, ) = 一 > bat), 
注意 到 


(4.7.4) 


DURA AR) = My Ara ~ mmAn - SD nAn, 


k= ty #= ryt] 
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T 


mt 
` 74 
> A = ttl — Fast lEn, +] 一 ` Tpl Åg. 


k= n+l 点 -n+ 
于 是 有 


SS RACH AX ) = Ma | AE] 一 HT, AEn, Cn+]? {4.7.5} 


-as 


> khafa) > > kh{MIpt + Mspr) 


i 


M 
= Mz >) klupi + pi),p = M, (4.7.6) 


ÈT na 


将 (4.7.5) 和 (4.7.6) 代 人 (4.7.4) 中 , 则 有 
Wp) ATL) 一 N26, ATn, — £98 net Se -MY kl epi + pp). 


Bary 
Fa, NAT 
nAti+) 一 72%, AX, 一 一 ”一 一 一 


了 


Ca S nA — C2 — 


Pratl 


M 
< Seni + pe), 


Pat lea "a 


其 中 
0 ， Ax, ss 0， 
(G An > 0. 
这 样 由 (4.7.3) 可 知 , lim nAx,+1= - oo .于 是 有 m>m 使 得 ns 
Bf Ar, <E. MA 
nil 
Earl SI ai 2 1 n = n+l, 


= 


可 见 imz, = — co ,这 是 一 个 矛盾 .证 毕 ， 
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推论 4.7.1 如 果 
N nlab? -pi) = ©, p>0. 


则 方程 (4.7.2) 的 有 界 解 iz, {或 者 振动 或 者 满足 lim inf| zx, | =0. 
定理 4.7,2 假设 


> 7E oo (4.7.7) 
ERr tp,)= 0, p>0, (4.7.8) 


则 定理 4.7.1 的 结 论 成 立 
BEAR BÆ 4.7.1 的 证 明 可 知 OM fl 2, SM, 于是， 


> Res AC Ay) => 5: Ri Pf rs ) 
k-n m= iy 


~ Mz Rip + Pr), p = MA 
2 
E RAAR) = Rp Aaa — Ra a Ave, T Eyal + Xn, 
= Rafn Ata tk, 


其 中 
二 一 Ry Fa, Ar, T Ezt Tps 


于 是 


RR + Mz >) R alap + r), 


点 一 Hy 


由 (4.7.8) 知 lim rR, Ar, = ~ 0. 于 是 有 m 使 得 n>m 时 Ar 所 
;过 . 求 和 并 利用 (4.7.6) 有 1lim = - oo .这 是 一 个 矛盾 ,证 毕 


$4.7 二 阶 非 线性 差分 方程 ( I[ ) "131 ， 


接 下 来 我 们 考虑 方程 
Nx, + Pf(a,) = 0,n = 1,25, (4.7.9) 


其 中 ,1p 和 下 如 前 所 定义 ,同时 ff 在 R 上 非 减 . 先 考察 几 个 引 理 . 
定理 4.7,1 ikl ug CONE- (4.7.9) 的 正解 ,如 果 koka, 
ky EC [Rn ka), (HE 
Fe, ‘ ya t D RG Sm, (47.10) 
OTA AY RELE k Re, m 是正 数 , 则 
Au, S mf ur, ), (4.7.11) 


ARAHI RE [kiska HESL. 
WEAR 由 (4.7.9) 可 知 


Ae 
> Fas) + Ma = 0, 


由 分 步 和 ,有 


Ati g Aflu) | Ss Aus 
Flu.) t > CEDEME + > da= flay 


H (4.7. 0a. 上 式 可 得 


ay 


x Af ) Au; 
- Aup mt PE > Oski Sk S ka. 


HIE, Aw, <0. & > up, = — Au, MA 


Ww S Af uer 
Fn) > T 24 Fu a) k © [kiska). (4.7.12) 


它 对 应 的 方程 是 


_ Ue Af Ju 
Ft) n- D eet € (Risks). (4.7.13) 


由 (4.7.12) 和 (4.7.13}) 分 别 可 得 
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et mn $ Aflu jw 
Flug) i 所 本 + 


ii Afl upu 
FD "7 24 Kufa) 


up onl uty ) = 是 显然 的 . 归纳 可 证 uu, RELA Rs). 注意 到 
(4.7.13), WA 


o% â _ ôn Af 
A Fr) fu) + WA Fm Fe tga FC ugra) 
于 是 二 人 =0. 即 有 Aw =0. MTI = = fly). 即 有 
f(a +1) 1 t 
— Au, = Teh Z> Up = mat (ue )s kE lkka). 
EE. 


推论 4.7.1 BE ue pag -! 是 (4.7.9) 的 正解 ， 如 果 
lim inf g >- o, 


则 
Af (a, Au; 
Aa Saud una) 
TEAR 如果 (4.7.14) 不 成 立 , 注意 到 引 理 4.7.1, 则 有 kë Sek, 
使 得 AupS - ma ) 对 所 有 > 成 立 .由 此 可 见 u 最 终 为 负 ， 
矛盾 .证 毕 . 
推论 4.7.2 如 果 


(4.7.14) 


UG = o, (4.7.15) 


则 (4.7.9) 振 动 ， 
接 下 来 我 们 考虑 


a < œ (4.7.16) 
[=h 


$4.7 二 阶 非 线性 差分 方程 (T) - 153 - 


的 情形 ， 
引 理 4.7.2 假设 且 lim | f(y) | = (4.7.16) 成 立 , wu 是 


Au, _ an = AFC, Au; ~ 
Huprt) 2 2 Rafa p} = ko. (4.7.17) 


证 明 iR kko 1AT, >. 由 推论 4.7.1 有 
Af( u Au ao 
Po Fufua) <, 
类 似 于 引 理 4.7.1, 有 
Aw Sa 起 
fur) ET 7 ‘=k, 
_ Aus -i = m AF a, Au; 
O K) Aud Fu) Fu) 


S > Af(w)Aw 


+ Ge 十 - 一 -一 
paret ; Js) 


— sn = AF Cu; Au; 
a ut 2 Kuta.) (4.7.18) 


如 果 a KO, 选择 hy 充分 大 使 得 
| Lia] <- 4, k = ko, 
| = AF u ) Au, a & 
| fC) fag) 4° 

让 ko= ki = ko, TRASH 4.7.1 的 条 件 均 满 足 ,于 是 有 
Au, = mf uz), k > bk, 

WA limaa = — oo .这 是 一 个 矛盾 . 

如 果 >0, 由 (4.7.18}) 可 知 
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li Aug — 
pref tyr) g 
于 是 最 终 有 Au, >0. 从 而 有 kiko EIE RR, 时 


An, a 
iu.) 7 7 ， (4.7.19) 
Af Cas Au ay Af Cu) 
> >I P Fun) 


a> 


r(z) = funt it DA e), 二 上 去 十 | 
显然 ra= A u), Far S u), 


Af(u) fil Aflu) mre ey pte) 
Fa) =| flu) =|, Rape |, t) 


TÆ 


Af(u)Au ~ a Sf’) _ a r(k) 
Z Ru) fn) PIR Faye = 2 lmln y 


Alt ,Inr(2)< 0° , WAZ br colt fam) < o. 注意 到 了 的 性质 ， 可 知 
u ASt . 而 由 的 单调 性 及 (4.7.19) 可 知 


Au, = PEA up it), 


Y 


Aug 1 > Df 22) SFC me a). 
归纳 可 知 
Au, = FA, poh Ry. 
于 是 , limw = co, 矛 导 .证 毕 . 
定理 4.7.3 假设 (4.7.16) 成 立 , 上 且 对 se >O 


“dy f” dy Uo. 
0 < | Fly)? ee < E (4.7.20) 


$4.7 EIERE AEE M1) * 155 ， 


; S g; = co， (4.7.21) 


则 方程 (4.7.9) 振 动 . 
证 明 ij E.. D RAER, MA.T IDR. b 
的 非 减 性 证 知 (4.7.17) 右边 第 二 项 非 负 .于 是 


对 上 式 求 和 


类 似 于 引 理 4.7.2 的 证 明 ,我 们 有 
me ds k+l dr(t) : Au; : 
Mot ka FUD P FF Fand) > >D Ya. 


其 中 zt) 一 本 十 (一 Au. 这 是 一 予 盾 ,证 毕 . 
定理 4.7.4 假设 (4.7. an AO NS Cr) 20, 


0< [8 L Fly) <>, e >0, (4.7.22) 


心 


| >” dup» d 


2 [(2+1)* 一 apy q; = co ， (4.7.24) 
其 中 。 是 正 数 ,A = 地, 则 方程 (4.7.9) 振 动 
证 明 ”注意 到 了 的 性 质 , 则 有 
Fiy) 
fy) 7 FG) YPO 
积分 可 得 
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~ Fy) 
Eei = fly = w7. 
因此 
LOEO > gy ow = ee 
从 vo 到 积分 上 式 ， 
etl _ c+ CARPEN 
[EOD = Foo) ye LP y - 


于 是 limf(y) = ©, limf(9) = - oo 的 情形 类 似 可 证 ， 


yo). 


设 (4.7.9) 有 人 解 u, >0, 222k, 一 1 由 引 理 4.7.2 知 (4.7.17) 成 


nS 
r(t) = up + (to Aw, Ste Qi ti, 
re 
gtr) 一 | AY ttl. 


fly)’ 
类 似 引 理 4.7.2 AEA 


1 o Ay <HA dy i Au; 
大 i Fund) S kdr p fO) & Ei Su) 
ATIDA 
LÄ Aw 
Mk A Run) 0 
TH 
5 Af u Au; _ Zif Au; Au; )< 
全 fle PCa) Ik (Ca) fm. 1) 
AJAN 
lim te = lim e 2 
prea fC itg) evo fC tgs) 
则 有 


(4.7.25) 


(4.7.26) 


(4.7.27) 
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比较 (4.7,25)(4.7.26) 和 {4.7.27), WA 


_ o(k) 1 dy _ 
lim gA img) FO) 0. (4.7.28) 
下 面 证 
| Ptas <0, thy. (4.7.29) 


由 7 和 ww 的 定义 ,可 知 


Foy = he) + gD Stl 


(4.7.30) 
于 是 
Pirro oy 
F(r(t)) 
r 2 
> 2 eg tg)] 
l-a_ 2 
- EON + 2ar4g’(t) + AC Air (4.7.31) 
男 一 方面 ， 
fF (rs) (rts Da a fiH rts) Cr Gs)" 
I FOr(s)) -D Frts)) 
UF GCs (s)) 
= >f) PUG) TA“ 
= l 
ae Farn la 
一 Af u Au; 
H Fu) a) S (4.7.32) 


比较 (4.7.31) 和 (4,7.32) 可 知 
| sp (Cs)ds < oo, (4.7.33) 
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由 (4.7.28) 和 (4.7.33) 有 


| ds < o. (4.7.34) 
5 


EM wlt)=e(t)-Atayeie BS ds kK + 1, 则 有 ， 
w= g(t) = ADAPTIS d+ 


机 rit) 
De 


TE Krle) Fy) 
-araar P + Cr+ ay ( 2t) 

= e As + 2a P — ACl Haye elds 

St + A ade fe gls) 


_ act 1 = Af (Cu; ) Au; 
=z (Xas Dies) 


+2 PE ~ Ati + Deaf etas 
kj 


= #4+1 Sa Al Af lug Aug 
= ) 一 


papel Fu) fu) 
raaf” Fe re ds + 24 2 


ee Beds 

ol O a1 An po @ Firs U's) 
Xe f Fwy) fn) | F(r(s)) 
IO) ane | tk 


stl 


$4.7 CBIRA I) - 159 ， 


> pA! Si q 一 Ani Af uy Au, 


f=et+1 人 ay 
+ 由 she (ay - Qasm “go (s) +A- A)s 1 0(s ) jds 
+ 24 ZEU) -a ayet] ds 


S _, Aflu, Au, = gto CCANA 
Do A cols) 


+ 2art{— 2G) af" eds |e Aad - arf” 24s 
+ za P _ ACL + A) | ds 
4- 1 Sy, _ pol AFC) Au, 十 ptr 由 ses), 


z: 7 一 上 +1 Fug) Flips) cp(s) 
-| = | AF lu, Au 
ee pa E Ff aaa) (4.7.35) 
注意 到 (+ 1)* -e 对 所 有 大 上 是 单 减 有 界 的 ,于 是 
fa » Afluz Au (wu) Am | 
ER fad Fay 
_1y a ay Able Au; 
7 xU +D ‘ lz Juf un 
“Af u;) Au; co， o, 
SMX Rufa) < oo 一 (4.7.36) 


其 中 MEER. 另 一 方面 
| 2 p2 aids = 51 (k+1)4 - gk] 2 4. 
FH (4.7.24) 8] 
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= 


kal pay us $ | 
| ei ads = + 1G +12 -FID gh. 


pak" A 1 一 241 += ims 

(4.7.37) 
HEE (4.7.35), (4.7.36) A (4.7.37), MA limw(k) =H lim p(t) 
=, k = suplek: elk) Snl. BM, lim k, = ©. 对 于 eee, 
pth en-gb, Fe BSL AY. AE 


why) = pb) — (+ areal” SP as 


<= gl(k,) — 1+ PC ds 


有 
= g(k,)| 1 - (1+ à) a 
二 一 =o kn) <Ü. 
ACB . iE. 


$4.8 二 阶 差分 方程 的 单调 解 


考虑 方程 
Al bpa) + gfe) = 0.n = 1,2,., (4.8.1) 
其 中 p, >0, iq, ERRA, ECR, R) AERA, A AL xf(z) >0 
(z 天 0). 先 看 一 个 引 理 . 
引 理 4.8.1 设 | 交 10 是 一 个 实数 列 ， 且 当 ik + 上 时 
x, 7 0. BBA 
L Ag hay Z 
DJP KOPE 
证 明 对 i,; 之 间 国定 的 4 F 


Feni 


$4.3 二 阶 差分 方程 的 单调 解 - 161 ， 


glt) = x + (to kA, katk, 


由 有 
z _ AX; git) 
KODA A > fay) BAe SE SATE 
于 是 
ÅT el da’(t) tay 加 Ar, 
Ale) k Fe) — Ku = A p 
即 有 
H Ax, a t di A Ax 
Sey? DS” Flu ) > Č Kay 
证 毕 . 
iA N {EE nN 时 ,z, >0 是 (4.8.1) 的 一 个 解 ,由 (4.8.1) 知 
a a aa 1 +g,=0, n>N+i. 
MN+4 4 对 上 式 求 和 则 有 


Pp Ar, _1 Prdm | B 
BAe S panal -Aat 24 & = 0. 


由 的 非 减 性 可 知 | 
Ax,Aj gt bs <0, moze N + 1. 


于 是 
Pear bydon A 
= — 
fla) Kam) A (4.8.2) 
或 者 
Ax, bvAry . Gn 


Fla) Shand AP 
求 和 并 利用 引 理 4 8.1 可 知 


dA 
z, ilu SAn 2 Pe hop nny > 


(4.8.3) 
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定理 4.8.1 假设 


1 1 _ 
了 一 下 Py ms (4.8.4) 
lim inf>Jg, >0 (4.8.5) 
mores t=È 


对 所 有 大 让 成立, 则 方程 (4.8.1) 的 最 终 正解 是 最 终 单 增 的 . 

WEAR 不 妨 设 nN Ae, > 0. 如果 结论 不 成 立 , 不 失 一 般 性 可 
及 Arvs0. 由 (4.8.5) 和 (4.8.2) 可 知 nen if, Az, <0. 这 样 ， 可 出 
(4.8.2) 和 (4.8.5) 知 有 人 使 得 


prazr < ATE - Qr far), 
其 中 
Q = Xa >O, k>T 
由 (4.8.1) 可 知 _ 
PAr 一 Prårr + x Iaf ra) = 0. 
于 是 EN 


& 
PAT, = Prder— 25 qx) = prArr— DS) fla, AQ_, 
n= Trl ao T+l 


| PyAa 
(ani) 


= = Qr flar) 
- ADR > Afan) ~ Farn) Qr] 
ÅT, 点 一 上 ' 
S A Kar) + Afl rr) + >, QAF, )] 


< fCrr). 
两 边 同 除 以 p 并 求 和 , 则 有 


$4.8 二 阶 差分 方程 的 单调 解 


-+ ET <A A Aar) X = z 
{4 (4.8.4) TTR liman = ~ 20 EATE A. 
定理 4.8.2 RA M RIRI TZM FIZT 满足 


lim sop) >) == = OO, 
中 一 上 好 一 Ti Pe 


则 (4.8.1) 的 最 终止 解 最 终 单 增 ， 或 满 是 lim infe, =0. 


证 明 it n>N hf, a>, 


lim sup Vi A =o, J>N, 
= 十 上 


- %3.: 


(4.8.6) 


E Ax, <0. 如 果 lim infz, #0, WA e>OK TEN mT Et 


Briere. (4.8.3) 07 A, 
» flu) <f Flu) ™ yn re Pe 
x 49(4.8.6) FR. UE . 

定理 4.8.2 的 证 明 过 程 显 知 如 下 结果 . 

推论 4.8.1 定理 4.8.2 的 条 件 成 立 , HA 


€ du 

Wits < ;~ 

则 方程 (4.8.1) 的 最 终 正解 是 最 终 单 增 的 . 
定理 4.8.3 假设 


lim int Ly k > 0, 


Mn | Amel du SYS Gn 


(4.8.7) 


(4.8.8) 


STATA BK TIRY, WUD ARE ren 的 最 终 正解 ,| 或 最 终 单 增 或 


最 终 单 减 并 满足 lime, =0. 
WEAR iA N, ÈI nN 时 >0, 


lim inf 2 Sa, >0, 
Pe, N+] 
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A 
LS ga >0, REN. 
Pint N+1 


由 (4.8.2) 知 
Am < fr) > > <- afla) < On EN. 


ane lime, 40, WA B>0 jm Cy =? B BEA. RTE nN 时 
nB HERRA, WA 
BR Inet Sar Cn +1- Ny afl B) +— 


AS WER. 
定理 4.8.4 (4.8.4) 成 立 , 且 有 M 使 得 对 每 一 T 守 M, 有 j>T 
使 得 
lim sup >) » ra 7 (4.8.9) 


则 (4.8.1) 的 最 终 正解 fz, ARANE lim infz,, =0. 
WEAR RA NIEN tz, >O, 
lim sup > 5: uy 0, #—j>bN, 


下 一 了 下 一 wi 


H Axw<0. 由 (4.8.2) SUA TEN 使 得 Axe <0. EA a >0 使 得 
noe TRY r, >a >00, (4.8.3) 04 


Tatl du 


< , Fu) 


Prårr < Fn 
Hom b: -EDH 
由 (4.8.4)? 知 了 矛盾 ,证 毕 ， 


接 下 来 我 们 给 出 最 终 正 单调 解 的 必要 条 件 .如 果 (4.8.1) 有 -一个 
TR BH TE AF tx, } (4.8.2) BT AL, a 
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lim sup >) g =”, 
mee k=] 
将 导致 也 盾 . 
定理 4.8.5 如 果 


lim sup >) qa , (4.8.10) 
n >on k=l 


则 {4.8.1) 无 最 终 单 增 正 解 . 
(ic, 满足 nN 时 ,x 之 0,Ax, 0,9 = te 是 一 非 负 数 


1i 
8 


列 ， Gen) FE (4.8.1) 并 从 N+ 1 到 RA, WA 
Pr D Ph 
D gfe) + D Ge =o. 
Bp 


P+l NA 
PE 
上 | gy | im En E 
Yamal SB TO BD 
如 果 假设 j 户 ! 非 减 ,那么 


A| Pa — o Pril — _ Fa x AAP 
pfiza) prif taal) BA (ay) pf 


| gy | _ APs | - At Apa 
PaA AS Fz) < Pn Parif (Taa) <j ° 


因此 ,由 (4,8,11) 有 
Pp+1 Pe x PNH ÊNÂTN | A Ga 
Perri age) T Anad anad aval Pn 
L Ar, Ag 
=Æ H 2 , , 
2 Fea) (4.8.12) 


定理 4.8.6 ip,| 非 减 , 且 有 非 贷 非 增 数列 mm 使 得 
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> Pula _ og (4.8.13) 


则 (4.8. 1) 无 最 终 单 增 正解 . 
定理 4.8.7 ibp EE, BAIRRI of MEAG AF, 
(4.8.13) 成 立 , 且 


0<| AS < me > 0， (4.8.14) 
W(4.8.1) ACR ee A SE A. 


证 明 RA N 使 得 z > 0, Ar, >0 是 (4.8.1) 的 解 ,由 引 理 
4.8.1 ,我 们 有 


È 


AX, Ta du 
21 ia) < he om (4.8.15) 


FH (4.8.14) Ri Ag, | BA FF He 


n= N+] em) ~ n= Aa 


Mla SP G86) 


XUAN (4.8. IDA LF a (4.8.13), EH . 

注意 到 在 定理 4.8.7 的 证 明 中 ， di Xn ARARO, 

ÅL, APn 
p3 EAD, <M|, ay: 

定理 4.8.8 fp, | TEMA ATER RH o Al Ag, | AR, 

(4.8.13) Rew , 
0< | th < 

则 (4.8.1) 无 最 终 有 界 非 减 正解 . 

定理 4.8.9 设 有 非 负 非 退化 数列 o, 满足 
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> 3 feude 
lim gup rt = OO, (4.8.17) 
WT 5 Pe+l 
=T Py 


对 所 有 大 了 工 成 立 , 则 方程 (4.8.1) 无 最 终 非 负 正解 
nN Ata, >0, Aw, 220 31(4.8.2)58 pi A 


WEAR 

Pry Ary 1 Pettan -一 Ph +t Py ATN 
Flay) n= w+1 Py flrs) Pe 

因此 

Cr+1Ga a bx Ay Pet+l 

p>) Pe <i > Pe 

这 与 (4.8.17) 了 矛盾 ,证 毕 . 

定理 4.8.10 (2 (4.8.14) ar, H. 
(4.8.18) 


Yg, 


k+l 
(4.8.19) 


lim sup >: 5 de _ OO , 


a-Tek—nvtl 
对 所 有 大 了 成 立 ,由 (4.8.1) 无 最 终 正 的 非 减 角 . 
证 明 ”由 (4.8.2) 和 (4.8.18) 有 


内 (4.8.15) 可 知 
AS mel de 
< Fa)’ 
(4.8.19) (4.8.14) 8) Se ,证 毕 . 


类 似 闻 ,可 有 如 下 定理 
定理 4.8.11 (4.8. OMA, 8.19) R, H. 
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a a E E 


则 (4.8.1) 无 有 最 终 非 减 正解 
$4.9 ”含有 阻尼 的 差分 方程 


完 督 卡带 有 阻尼 现 的 差分 方程 
ACa,Ay,) + p,Ay, + ¢,f€s,9 = 0,28 = 1,2,.., (4.9.1) 
其 中 
(ey) a, 0,~p,220,n22ng, 
(ez) fA RR; u0,ufCu) >0. 
定理 4.9.1 (REE 
(i) #2 EA EACIE x pe BY, 
(ii) a, = Pa 20, nÆ no, (4.9.2) 
GD 存在 正 数列 i151 满足 
Ab, 0, Al p,6,) <0, ACa,.,Ab,) 0,n ny, (4.9.3) 


S Bila = oo， (4.9.4) 
oo ani 
Yop ba, = %, (4.9.5) 
rr ty HH =y 


0 


则 (4.9.1) 的 每 一 解 x, | 振动 或 单调 且 limer, =0. 

WEAR i nano AF y, >0 (4.9.1) BORE, SE Ay, | 振动 ,最 终 
正 或 贷 等 三 种 情况 . 

WR Ay, | ERB TE non 使 Ay, <0. 由 (4.9.1) 有 

Alay, Ad, DAI, = ~ pr (Ade, JY — Gn LCI AY, 
>— p, (Ax, Y. 
因此 
Ayn (Gn +lAoy -1 an An ) > ~ Pa (Ay, 六 
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8 raaasssssul$Þ$ltl$l 


或 
an Ån +laom > (an, = Pa KA Y = 0. 
于 是 
ANy +1 < 0}. 
HA A, nn Bt Ay, <0. A, nny I Ay, 20. 
如 果 有 n>n HIE Ay, =0, (4.9.1) AT AI Ay, 41 <0. 
如 果 有 nin E45 nen 时 Ay, >0,72 X 


— Dln A Yn 
a fy) 


>0, nen, 


则 有 


Ppay, | 
= 一 一 十 一 
Az, 5.4, fly,) KENI 
Dy AA Ya ) 


KO On (4.9.6) 


由 假设 可 知 


于 是 


这 与 (4.9.4) 了 矛盾 . 
如 果 有 ni 使 得 nD ny HY, Ay, <0 M lim y, = 5 之 0. AHL b > 
0, 令 a, =6,4,A%, 则 
du, = — 5,P,Ay, — bd Yn) + (Ab, Ca, Adi). (4.9.7) 
到 此 
Uy = Up, - Si safi.) - S pbs, + Sas, ) + Ca B¥en) 


t= 7 = A, 
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| 


一 > PBAY, - ~ f(y) pE + E aro Esa) 
gi 
+ 2 (Ab) Ca, Ay,11) 
Sun + Py by Yn — fon) > ba. 一 An +1 Åbn Mn +1 


nl 
<M — FD bg, 
a7 Ry 


M = Hn + Pn On Yn, ~ an +1 Abn In 1 
由 (4.9.4) 知 ,有 oF ny 使 得 
mr—l 
u Z- Ae} Vs 


ss n o na. 
从 而 
So < <- ABS (Xaa). 


ARIF (4.9, 5) 可 知 limy, = 一 co Te . 
定理 4.9.2 定理 4. 9. P(A Ci), (4.9.4), (4.9.5) Bee, 
BA IER bal, 使 得 
ba = Al bb) <0,ACa,A6,) <O.n Say, (4.9.8) 


We 5 < (4.9.9) 


则 定理 4.9.1 的 结论 成 立 . 

证 明 说 am 时 加 >20 是 (4.9.1) 的 解 . 同 定理 4.9.1 一 样 ， 
我 们 考虑 三 种 情况 .如 果 iAy,| 振 动 ,证 明 同 定理 4.9.1, 如 果 nen, 
时 Ay, >0,2, 按 定理 4.9.1 定义 ,这 时 由 (4.9.6) 和 (4.9.8) 有 


(AB, Ha tA Yt ~ 
IC Sna1) yee 


Az, 一 bp + 


$4.9 会 有 阻尼 的 差分 方程 -171 ， 


注意 到 a,Ay, Ma, Ab, KER, WAT 
AM 
Az, =— Opla + an Abn, FEY) „7 22 A|. (4.9.10) 
H nE Sn o MA 


1 I "a dr ~~, AY, 
Ha = Fon)’ y Fr) = Fly) 


(4.9.10) of AI 


X bas Say, nt en Ahn | n Fa 
由 (4.9.9}) 和 和 (4.9.4) 可 见 牙 盾 . 
WMR nng H Ay, <0, u, 按 定 埋 4.9.1 定义 ,这 时 有 
Au, S bp, A%¥, — BA Ya N Z Aye 
其 余 类 似 定理 4.9.1, 省 略 , IEE. 
例 4.9.1 考 虚 差分 方程 
n(n? + 3n + 6) 3 


2 a ， 
ACR Ao 4 nOn + (nV EDD = 0. 


二 1 时 , 它 满足 定理 4.9.2 的 条 件 , 它 有 一 个 解 y, = 一 
例 4.9.2 方程 


ACR AY) + —— Ay, 十 n(n? +3n +1) 0 


TE (tD eae” 


满足 定理 4.9.1 的 条 件 (5, = 1), 它 有 解 y= 一 
当 方 程 (4.9.1) 中 的 了 变 成 线性 消 数 的 时 候 , 例如 flu) = ww 
a 这 0. 我 们 有 如 下 结果 . 
定理 4.9.3 人 很 设 (4.9.2) 和 (4.9.5) 成 立 , 且 
flv) = aw, ea > 0, (4.9.11) 
存在 正 数 询 16, | 使 得 
Ab, = 0,8(6,2,) <O,n = xg, (4.9.12) 
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= ay(Abn)?) 
> (bate ih = oO, (4,9,13) 

则 定理 4.9.1 的 结论 成 立 . 
WEAR ”类 拟定 理 4.9.1 的 证 明 可 知 1Ay, 1 是 非 振动 的 . 4 Ay, > 


0 时 ,z, 同 定理 4.9.1 一 样 ,这 时 有 


Aé 
A: :一 b, + ~~ 2 Zaa 
T 7. 六 tt! abe 1 


-oa -ee be | es 

= nda dab, abt 人 十 | 2ab, 
Àb, 272 

ee | bua, ~ z oat ) | 了 i = Wy. 


由 (4.9.13) 可 知 矛 盾 ,Aw<0 时 的 证 明 类 似 定理 4.9.1. 省略, 证 毕 . 
4.9.3 方程 


2 
Ala ln + DAY) + Ay, + n tn+l 


+] y = 0. 


满足 定理 4.9.3 条 件 ,而 y= 二 是 它 的 一 个 解 ， 
最 后 ,我 们 考虑 差分 方程 
Ny EBAY + gy =0, 012… (4.9.14) 
这 里 对 11 和 |9,1 没 有 符号 限制 ,而 了 除 需 要 满足 条 件 (c1) 外 , 设 有 
a 使 得 
fla) — fle) = gluo) u ~ vv) uO0vAE0,g(u,v) SL > O. 
先 纵 出 一 个 引 理 , 它 对 后 边 定理 的 建立 是 必要 的 . 
引 理 4.9.4 Ktn,s,y) 是 定义 在 [no0, 吕 ] [ny 0°] KR EK 
实 值 函数 ,对 固定 的 mw Als 关于 y 非 减 . | 名 1 是 已 知 实数 列 ， 
y A e | 分别 是 
Kas n ng, (4.9.15) 


a> ity 
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= 一 — aoet 
一 


nT 
z, = Ph 十 NÌ Kln, s,m), to Aps (4,9.16} 
= Ry 
的 解 , 则 nH 时 有 ZY . 
WEAR iA {np 使 得 St AY x, 9, 而 二 + > yB 


Ze] -aa < DIKU +1,5,.2) -K(i+],s,»y)) <0. 


这 是 一 个 矛盾 ,证 毕 . 
定理 4.9.4. 假设 (4.9.9) 成 立 , H. 
(n + Dh, <1 RAR, (4.9.17) 
Sint DR < o, (4.9.18) 
n= A 
Sn + 1) Gn +1 一 oO, (4.9.19) 
ne My 


W (4.9.14) He sh . 

WAR 设 iy,| 是 (4.9.14) 的 一 个 最 终 正解 , 则 有 M 使 得 二 
M- nit y, >0. (4.9.14) 两 边 乘 以 (n+1)Ay4+1) 并 从 MM 到 
n 一 1 求 和 ,我 们 有 


NAYn _ > Ay Fh g Oya (Ay) 
FE Ya) EUs, wo = F: Y dFC Yar) 


+ lip Ay, 
E Daas 4 Sy + Dae = 
s—M cal 


Magn 
FO)’ (4.9.20) 


fix, 1) 
由 Schwartz 不 等 式 可 和 
(s + 1)p,Ay, sa (s+ 1)(Ay, Y 
(5 到 ) SK SY » (4.9.21) 


其 中 K? = X (n +1)p2,K > 0. 将 (4.9.21) 代 人 (4.9.20) , 则 有 
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nå fF s(Ay,)? 
fO,) 之 A 4 


-K($ Das)? 


=M fly) 
z- MA MAY 
+t Dga SF): (4.9.22) 
coh 
注意 到 
Si s(Ay Cs + 1) (Ay, )° 3 
t 和 a FEIF O) K($ S Plys) ) 
有 下 界 , 直 (4 9.9) 和 (4.9 19) 及 (4 9.22) ay 
naAYy, 
lim Fy ) = 


MA My >M 使 得 x 之 Mi 时 Ay,<0. 将 (4.9.20) 写 成 


nAyn S By NAY  MAyy 
Fon) t SS IONO) 7 Fw) 


MT 一 1 
vO = + DADAY 5 -is DADA 
+ 之 f(s+1) t 之 FEY) 
MT 一 上 
(A E 
2 FS A Yad 2uls + Dain, 
由 (4.9.17),(4.9.19) 及 iy,| 的 单调 性 可 知 有 MyM, 使 得 


nAy ,1) (Ax)? 
fo) * 24 Fly df Ova) <- m,n = Mo, 


其 中 m 是 正常 数 .因此 


Ha mf) SO an ,> 


其 中 we, = nd, .定义 
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oy FODE s Ya) CO Ay) 
K(ns soz) = fly fw 7 


由 3 引 | 理 4.9.1 可 知 有 vp How, Su, 并 满足 
o Si LOE Oa Ka Ay) 
A 
(4.9.23) 
(4.9.23 BREA f(y, ) ,然后 求 A, 易 见 Aw 三 0. 因此 
Wh 2 Uy = mf Om) n > Mp. 


RIESI 
— mf ym, ) 
AY, = |} ? 7i = Mbo, 
求 和 可 知 lim yy = 一 如 .这 是 一 个 予 眉 ,证 毕 . 
14.9.4 考虑 方程 
— l iT 1 — — I 
Ayy + G At es ao i x (Suet + Yar) = D, 
它 满足 定理 4.9.4 的 条 件 ,w = 0-1)" 是 它 的 一 个 解 . 
定理 4.9.5 假设 (4.9.17) 和 (4.9.19) 成 立 , 昌 
S (tent Dp, — 1Y 


H 


<9, (4.9.24) 


n my 


则 (4.9.14) 振 动 . 
证 明 a 9.4 证 明 有 {4.9.21), 而 


(Gs + Dp, — DAy, s (Ay, )* 
[See fOr) ] SK cm 


其 中 K? = > EDAD 因此 有 类 似 (4.9.22) 的 不 等 式 ,其 


=A] 
余 证 明 类 似 定 理 4.9.4 证 毕 . 
由 定理 4.9.5 可 证 得 方程 
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当 4 >o 时 振动 ， 
定理 4.9.6 KH OSa <1 使 得 


p, <A 最 终 成 立 ， (4.9.25) 
"a 
E + 1)°p% < o, (4.9.26) 


Pri = 00, (4.9.27) 
则 (4.9.14) 振 动 . 
证 有 明 方 法 类 似 于 定理 4.9.4 省 略 . 


$4.10 二 阶 差分 方程 非 振 动 解 的 渐 近 分 类 


本 节 中 ,将 考虑 差分 方程 
Arg (Az,)) + flnst) =0, n= kak + 1,0, 
(4.10.1) 
其 中 由 是 固定 的 正 整 数 ， | ry} Pg ft ERF, fn 0 )FESE M FEL RR + 
li XR EY SEE ont A OFS A ESE TAE n ar> 
OM fn, 2) >0, g(x) RE AOS ERARE g(0)=0, 
g '(-u)= ~ag Ca), aS ug o), 其 中 a, 8 是正 
常数 ,xu 是 任意 正 数 . 
态 外 ,如 果 对 某 一 正 数 w REBR u Mle A eo! Cw) = 


ug (8 (wo) 成 立 , 则 称 有 满足 四 条 件 .如果 对 固定 的 ， Az) 


对 于 非 减 , 称 了 是 强 线性 的 ; 如 果 对 国定 的 FA) pap 
增 的 , 称 是 次 线性 的 
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如 果 asrah 而 了 是 强 线性 的 , KATA Al 
Mn, ,a)S flax) S fln,b); 
WR 0< arb 而 是 次 线性 的 , 则 有 


Rn, b) < flax) < ENa a). 
住 本 节 中 ,我 们 将 根据 
Sei) me 人 二) 
的 情况 来 考虑 方程 (4.10.1) 最 络 正解 的 分 类 ， 
为 了 讨论 的 方便 ,我 们 引 人 如 下 记号 : 


a-l 
Ryn = de>), k Ssn -= 1, 


R, = Sefi), sk. 
引 理 4.10.1 设 iz} 是 (4.10.1) 的 最 终 正 解 , 则 | Ax, 1 最终 且 常 
号 的 . 
证 了 明 BS mk (EB nE ng 时 2, >0, IBA nI ng 时 
FU sq) 70, 如果 }Az| 最 终 非 正 , 则 有 mno 使 得 Am <0. 从 而 
ty 8a, 0. 由 (4 .10.1) 可 知 


n-i 
rAr) = ra BAT) + Diz) = 0. 
因此 
对 -| 
rAr) S- DG) <0,n S ny. 


Bi non, 时 ,Az, <0 证 毕 . | 
引 理 4.10.2 假设 


R, = Zez )< oo , (4.10.2) 
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ix | 是 (4.10.1) 的 最 终 正解 , 则 存在 lien. 
证 明 MR TE DR, MA lim 2, = %. 区 一 方面 , 由 
lrg (Arn) 1 的 单调 性 可 和 基 有 ny ek 使 得 
rf Ary) Sr, g AT), nny. 
那么 


Ar, g` TECOS, +) 


<T (rag Ann) aE) ya Sm, (4.10.3) 


Itis. 10. DRAE 
La — En SPE Mr BA, Ran n m. 
F E F lime, = 00. HERE. 

引 理 4.10.2 (4.10.2) Bar, jz, | 是 (4.10.1) 的 最 终 正解 ,g 满 
是 一条 件 , 则 有 正 数 a, 和 aa RNR WE n EN Ha RSX 
ia, 

证 明 由 引 理 4.10.2 可 知 有 mak Alan, HB n>n HX 
42. 由 引 理 4.10.1 相知 Ar, | RSH. 如果 Ar >0 最 终 成 立 , 则 
Ra, 最 终 自 然 成 立 . 如 果 Ar, <0 最终 成 立 , rg (Ar, ) 的 单调 
TE, (4.10. DMR w- Hea A 


Ar, Sua (rs (Ax, E), nS my. 
对 上 式 求 和 有 
Em ~ Lp <ug Mr, glaz )) se 1), n 71. 
让 加 >oo 则 有 Dans 
2, 2 ug (ra ECAR, nn. 
iE. 
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引 理 4.10.4 (4.10.2) R52, 1! 是 (4.10.1) 的 最 终 正 解 , 旭 
Me Shs, Xs }< oO, 
证 明 由 引 理 4.10.1 可 知 ,不 妨 设 nk ifs, >0,Ar, 之 0 或 
Az, <0. (4.10.1) ,有 


rg (Ox,) = ng (Am) + Asr) = 0 
因此 | 
Sle (4 SG, Xs )}= Det (Zinean) 一 rg (At) ), 


a=k 


如 果 Ar >0 成 立 ， 则 有 
Ye (4 Ss, x) Be i (rg (Ary) Dat). 


因此 
>g (> Ss, 2) )< pe” (ne(An JR, < œ, 
如 果 Ar, <0, 则 有 
De (Lt Shed }< De stan) 


== De (g(a,)) 


HEHE. 
引 理 4.10.5 假设 
R, = Def )= oo ， (4.10.4) 
g Ew — RAF, |x, | FEC4. 10.8) ARR IE AR, M A Ar, RANEA 
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有 正 数 cl 和 cz 及 Meek PER nM A c Sz, Se2Ry,,- 
证 明 由 引 理 4.10.1 可 知 有 NN, $1 nN AT, >0, Ar, >00, 
或 Ar, <0. 如 果 Ax, <0, WA 
ri (Ag, ) <= re (Arn) <0. 
因此 


An Sue OAND hE), nN, 
于 是 
z, my Sug (na(Am)) Sart 
注意 到 (4.10.4), JATA. EE Ar, >0 最 终 成 立 . 从 而 有 ci >0 使 
得 nN 时 zx, >c]. Ela, 


nol 
Ky Say + ue (rg (Aw) dla} > \, nN. 
J 


aN 
由 {4.10.4) 可 知 有 cz A M EI nM Bt, Sc Ry, n TEE. 
定理 4.10.1 如 果 (4,10.2) 成 立 , 则 (4.40.1) 的 最 终 正 解 属 于 
下 询 关 型 之 一 : 
So = ila | € S| tr, ÜH, 
Six = jal E Si lima, € (0,0), limrg(Ax,) € R}, 
Si. a = fla, € S| lima, E (0,09), limr g (Az, ) =- cof, 
证 朋 ”由 引 理 4.140.2 可 知 lim x, 存在 , 则 它 或 为 零 或 为 正 数 ， 
注意 到 rg (Ax, ) 的 非 增 性 ,我 们 得 证 该 结论 成 立 . 
定理 4.10.2 (4.10.2) 成 立 ,f 是 强 线性 的 ，(4.10.1) 有 一 个 最 
终 正解 jziES+ =S+ US, -v HEERE 


oo m1 
Net(7 Ufls.c))< oa, (4.10.5) 
ask Hasek 

对 某 一 ec20 成 立 ， 
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iE AA Bap) ES 4264.10. DH Hi, UF lima, = ¢ 20, 
BA c1>0,c3>0 WM Nek HBr SN Ny Sy Sco, 而 由 引 理 
4.10.4 可 证 


由 上 了 的 强 线 性 性 ， 则 有 
Sa {+ Ss, a) |< 2, 
aR (4.10.5) Ra, Sas 72, 则 有 N i n2eN 时 
Mate Ll.) < a/a. (4.10.6) 
n= n sok 
i AAR BO x = tiz Nn SS, EM RAR, 
应 构成 Banach 空间 , 令 
Q= ila lene A: aS, S an SN}, 
定义 如 下 算 子 
(Tx), =a- (= 
FER cE. NA 


on 5 一 | 
ass (Tr), = a +t a Da (SSG). 
Sick 


uo s-i] 
Ka taD (EANG) 2a 
下 一 对 bork 
e > 0, GEER MeN 使 得 
Meta) E, n>N. (10.8) 


Bie? 是 n PFA ;满足 Lin. =a, AO 的 闭 性 可 知 xen. 
TE, 


a]l 


p Lyd; )). (4.10.7) 
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ox it 
te), = (Bela Deft UAE 2) } 
s=r tase 
eo ol 
+a Se {1 DAG 22) | 


<2ta Dae! E SGo) )< E， nM. 
于 是 , 工 是 一 连续 算 子 . 
“4 m, naM it, h g 的 假设 及 (4.10.8) 可 知 
| (Ee), ~ Cr), | 
<e(D + De (7 Sin) )<e. 


BRAT TO 是 一 至 Cauchy H FE, THQ ELAR DA rž z E 
(4.11.1) 的 ~- 个 解 . 证 毕 . 

定理 4.10.3 (4.10.2) 成 立 ， BAI, (4.10.1) 有 一 个 解 
zE S, 当日 仪 当 (4.10.5) 和 


Sn,D) < co ， (4.10.9) 
nak 


对 革 一 万 0 成立. 
证 明 WRES, a, HER 4.10.2 的 证 明 可 知 有 cic 及 
N Eia >N EA cpa, Seo. (4.10. Dm 


fc) S 之 所 am) = ngA) - limr,g(Ax,) < %. 
相 及 ,由 定理 4.10.2 的 证 明 可 知 x* 是 (4.10.1) 的 一 个 解 , 它 满足 
retary) = Ss, ro), nN. 


显然 由 (4.10. 9) limrig (ar; )= 0, WEE . 
我 们 注意 到 ， 如 果 令 


S4.10 二 阶 差 分 方程 非 振动 解 的 新 近 分 类 - 183 - 


QO = rE RF <a <a. n>N], 


(Tre, ) =a- Xg! = + ING x), (4.10.10) 


HÆF (4.10.5) 和 (4.10.9) 类 似 定理 4.10.2, AE THEO LAA 
动 点 u 满足 lim u, =a>0,H 


rg(Au,) = a + Daflssx,), nN. 
PRA lim rg (Aun) =a >0, 因此 有 如 下 结果 . 
定理 4.10.4 {4.10.2) 成 立 ,f 是 强 线 性 的 ,，(4.10.1} 有 一 个 解 
IES, w 4AM44.10.5) 和 
S40 .D) = %, (4.10.11) 


zt — D AB ar. 7 
EH 4.10.5 (4.10.2) 成 立 ,了 是 强 线性 的 ,g 满足 w - RY 
对 于 zy>0 时 (Ce >0. 


Sn LR,) < 00, (4.10.12) 
其 中 
L = max(l,wag (2) + uM), M = max (g7 aY, 


那么 (4.10.1) 有 一 个 正解 x © Sy. 相反 ,如 果 (4.10.1) 有 一 iE ARE} 2x, | 
满足 和 Lmz =0 Mi limr,g (Ax, ) = a #0, W 
Sa, CR) < œ, 
n=h 
对 划一 ¢>O 成 立 . 
WEAR 由 {4.10.12) 可 知 有 NN tin N 时 


DO,LR) <1, (4.10.13) 
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N= jr È :ww (DR, Sa, SLR, n >Ni. 
定义 算 子 


Tix), = weR,g (1+ Offs,z,)) 
to Rade (1+ SY)), n>N, 


(4.10.14) 
其 中 


‘(14 fi )) 


= E+ oO fim) gl+ Die). 
EQ 时 , (Te), >u UR, 显然 成 立 , 且 册 中 值 定理 有 
Tlx), ung (2)R, + weMR, SK ss) 


S (ung l (2) + woM)R,, nN”. 
Xt e >00, F N* 足够 大 ,使 得 


A e l 
{ -= y LR, < + a= N * . 
df SLR) < fa ” 


Le? CA ME rr, h O 的 闭 性 可 知 rEQn. 而 
| (Te) 一 (Ter), | 


e+ VAs) e+ PAs ss) 


+ we OR a de (1+ Pls D))- Ag 1+ Da) 


< 2unMR, >) | ACs, 2%) -= f(s,z,)| 
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<4unMR, Ds, IR,)<e, nen’, 


即 工 是 连续 的 ,To 的 一 一 致 Cauchy 性 类 似 可 让 . FH, TEN LAK 
Baa. 易 知 ,z 4.10.1 BERR. 

相反 , 设 (4.10.1) 有 一- 个 正解 1z， HAZE lima, =0, limr,g (Ac, } 
=d<0,(d >0 FEF) HE) AAR cieo 0 FI NEK, W nN, 
cys rag (Ar, “eco. 因此 


we Me)et{t)< ÅT, < ug ede (2], 


ug (co )R, <- a, <ug le R, nN. 
Q ar= -ug (ci) a= ug i(c2), 则 有 
D< aRar lak,. nln. 
fig 1 (4.10.1) ay 


Hie’ Xz) 一 ELAT) = d < oo. 
aay 
因此 


Df, aR) A ier Ty) LO, 
证 毕 . 
RNR R = 00, g 满足 由- 条件,S 是 (4.10.1) 所 有 最 终 正解 集 ， 
当 z&S 时 , 由 引 理 4.10.5 的 证 明 可 知 Ar >0, H ro (Az, ) >0 
终 成 立 ,因此 1z! 或 趋 于 正 数 或 趋 于 + oo ,日 ng (Ac, AF IE ARK. 
EAE | 2, | REF IE RET fre (Ar, ) | ORB PE, FM rg (Ax, ot 
d>0,4 


Ac, Sug (aa E), 
从 而 
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~ 


这 是 一 个 矛盾 . 
€E 4.10.6 R, =c, 上 是 强 线性 的 ,g WE w- KD 
(4.10.1) 4 — IE AR cw ES" OS AS 


Se (过 LSAs, c)]< o% (4.10.14) 
at ¢ =0 成 立 . 
证 明 reSt’, lime, =c >0, limr,g(Az,) =0, WA ER 
cico A Nee {EIH nN BY cr, ca, M 4.10.1) A, 
rglâr) = Sis as), nN. 
于 是 
Set Od) De (EEG) ea 
逆 命 题 类 似 定 理 4.10.2, Ba= 5, fH (4.10.4) TEA 
的 N 使 得 
Vee Dts, ojs “nN, (4.10.15) 


Q={it€ Mia<a, lan SN, 
(Tr), -a- Le ‘(> Piss)) nN 


4é GEIB 4.10.2, FSE THE Q 上 有 不 动 点 xz“ 它 是 满足 定理 条 件 的 
(4.10. 心 的 解 .证 毕 . 

类 似 定 理 4.10.3, 我 们 会 有 如 下 定理 , 汪 明 省 咯 . 

定理 4.10.7 R,= ©, f 是 强 线 性 的 ,g 满足 ww' 一 条 件 晶 u >O 
时 tg Hau) >O. 如 果 


fn Ren) <% (4.10.16) 
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RTE c >O R, (4.10.1) AR xE S”. 相反 (4.10.1) 有 解 了 ES” 
HWE limra (Ar) = @ >0, 则 (4.10.6) 成 立 ， 

最 后 要 说 明 的 是 定理 4.10.2 一 4.10.7 均 对 强 线性 了 上 给 出 了 证 
明 ,事实 上 这些 定 理 对 了 是 次 线性 的 也 成 立 ， 


§ 4.11 二 降 差 分 方程 振动 解 的 渐 近 性 


考 虚 二 阶 差分 方程 
AC h(n JA) + Pn) Esn) = glaa = 0, lpn, 
(4.11.1) 
FP iA Ci)? IER, Plai teal, laD FRS 2.7 
中 的 类 位 . 
说 ixrsi 是 (4.11.1) 的 有 界 振动 解 , 假设 sup |z,|=M<oo, 
lim sup la, |> 2é > 0, 
其 中 o, = info(n) > — œ. m § 2.7 中 的 知识 可 知 ， x AIA 
irla, B) HEIS 
M; = mx gls] 1> 8j = 1,2, 
KMe€ larly; Uy, -1 对 (4.11.1) 求 和 ， 则 有 


rT 1 


h(r, Ax, — AG) Ax, = - Lee df ay) + Seth). 
假设 rlan BOBER, ma Ar, <0. FER 7 


r-i 
上 


aa pty Ep) RG) 1B glk), 
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rT l 


< 5 AG shy Sport) - 之 ap Ne. 
Al re 10, 于 是 有 


r-l 


M = <> eps COLEI 


$ 


+ p2 ) a Else. (4.11.2) 
WR SISD SAA rl), 则 有 


nol l g r ] rol 
MSSM) 31 GS | p(k) 1 二 >, i) | g(k) | 
wi aan glk) | 
<M) DS pie O 
“4 rla;, 有) 是 负 弧 ， KAN 于 是 有 如 下 结果 
定理 4.11.1 IASA lel), BEK 


> DD HA < S9, 


=th k=0 1=0 hj) 
mo k 
aan | ale) | 
- < 6 ， 4.11.3) 
ey et RU) t 


CK 


> < | P(e) < 00,9} | glk) |< œ, 


4.11.4) 
则 (4.11.1) 的 有 田 振 动 解 | zj WE lims, = 0. 
类 似 于 $ 2.7, 我 们 也 会 有 如 下 结果 : 
定理 4.11.2 定理 4.11.1 的 条 件 成 立 , H olna ti, 
Ma) _ peo, 


lim sup (4.31.5) 
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则 (4.11.3) 的 振动 解 有 界 . 
定理 4.11.3 o(nd=ntl, 且 或 者 有 


1 SS p* (k) 
> ji = D393 hi)’ 


DLRI < o, (4.11.6) 
或 者 有 
> A < oo， Sr (i) << ow, > | gi) |<, 

则 定理 4.11.1 的 结 HORT. 

EI 4.11.4 和 定理 4.11.3 的 条 件 和 {4.11.5) 成 立 , (4.11.1) 
的 振动 解 有 界 . 

定理 4.11.5 REIASA), H 

2; I plil< ,之 gli) |< oo, 


wtetl 


lim sup >) 亲本 <, (4.11.7) 
则 (4.11.1) 有 振动 距离 界 c < 的 有 界 解 1z, 满足 lim =0 
定理 4.11.6 假设 | Me) | SfCl21),0(n) <n +1, (4.11.5) 


AN(4.11.7) Re, 则 (4.11.1) 有 振动 距离 界 的 解 有 界 . 
定理 4.11.7 oln)=n+1, 上 且 


De (4) < co， > an ) 1< 2°, lim sup > iD < 


则 定理 4. 11.5 的 结论 成 立 . 如 果 肯 附加 (4.11. 5), 则 定理 4.11.6 的 
结论 成 立 ， 

本 节 中 的 定理 并 未 给 出 详细 证 明 , 这 些 留 给 读者 , 它们 与 $2.7 
中 的 证 明 方 法 类 似 . 

例如 方程 
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2 S 3 =— sin( 2) - —“—ssin(n +1) 
Mx, + (na + [yrr = Oh +235" n 十 (Cn + pen 
1. 1 4 

+ yon n+ Tn Cn + |} 


就 是 满足 要 求 的 解 . 


sin n 
ne 


满足 定理 4.11.4 的 条 件 , | 


§ 4.12 半 线 性 差分 方程 的 正解 


考虑 差分 方程 
Afr Ar 1) + apt? = 0, n= 1,2,7, (4.12.1) 
HP in HEERA, g 是非 负 数列 , 且 有 正 子 列 ，x 是 正 的 奇数 之 
比 .方程 (4.12.1) 之 所 以 称 为 半 线 性 差分 方程 主权 是 因为 
(4.12.1 的 一 个 解 的 常数 倍 仍 是 它 的 一 个 解 . 
如 下 条 件 是 本 节 将 要 用 到 的 ， 


om 


l 
>44. (4.12.2) 


ian | 是 (4.12.1) 的 最 终 正解 ,由 (4.12.1) 有 可 知 
Alr, An in = a 0 
RAR. AT 1 ¢,, | FE PEIE A FP, TEn Arn) | 最终 或 正 或 负 . 
如 果 后 者 成 立 , WA c >0 及 正 整 数 N (EB nN 时 
r, (Ar, )° Sc <0, 
或 


MN 到 n 对 上 式 求 和 ,有 


$4.12 半 线 性 差分 方程 的 正解 - 19) - 


Earl T IN S > +. 
re 
由 (4.12.2) 可 知 limax, = — 00, REAT EA, FE |r, (An, ER 
终 正 的 非 增 序列 , 作 Riccati AYE PR 
A 
eo 
对 (4.12.1) 两 边 同 除 以 ,并 将 (4.12.3) 代 入 ， 则 有 


(4.12.3) 


in-l 
EH 
Åi- + w, aL (10) + i] “f+ q, = 
4 
l _ 1 上 
F(x,y,z) = zl — {2y +1] |= altt], 
(xt + y? ¥ 
MY (4.12.4) AB 
Åp] + Fo riya) + y = 0,7 = 1,2,°". (4.12.5) 


FEAH x >0,¥>0,2>0 时 
„i 


i i 1 
Fo zitz _ T 
T I > 0, 


F(2,9.2) >0,F(z,y,2) = & 
{r+ ay? pt 


F’ (x,y,z) = — r. 
{x* + y? pit 


1 
令 g(z)=In(1+t* 六 有 
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1 1 i i 
= +e yn +t) 39, >o, 


T 


g (z) 
1+r 

Ai, Fir, y, D ATF z JEW. 
EE 4.12.1 方程 (4.12.1) 有 一 个 最 终 正 解 ix,i 当日 仅 当 


oy SF (ays roa) + Sera, #0 (4.12.6) 
k= ni hoon 
有 一 个 最 终 正解 . 
WEAR OB lc, FEC 4. DERRER. (4.12 DEX ww, ER 
是 (4.12.6) 的 一 个 最 终 正解 .相反 , 设 1y, § 是 (4.12.6) 的 正解 .定义 算 
fii? >i? OF 


(Tz), = SOF Con.) + So， +l = O0,1,°", 
f=H Awa 
其 中 z= iglo G2". (4.12.6) TAIT) <y, .构造 序列 


2) = fe Pel? = fel), 
2 = 0, (4.12.7) 

elt = (Te) a Se O,m = 0,1,2,7, (4.12.8) 

由 F(x,y,z) 的 单调 性 可 知 
Me ED ce ce oc y mm On 0. 
于 是 ,由 Lebesgue KAERRA w HIB Tw = aw. 其 中 
a, = lime,”’, n= 0. 

这 时令 xg = co >O, 


i] 
它 是 (4.12.1) 的 最 终 正 解 . 
由 定理 4.12.1 及 下 的 单调 性 ,不 难 获得 如 下 比较 定理 . 为 了 比 
较 , 先 列 出 比较 方程 ， 
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ACR, (Az, 4) + Qe = 0, n= 1,2." (4.12.9) 
其 中 RQ, 和 jg MEX Mr, 8, 和 a 的 条 件 . 
推论 4.12.1 HO<pSe,0<r,R,,H 


Si + = &, (4.12.10) 
4 Ri 
Vo a Me, nÈ], (4.12.11) 


kE t 点 一 


则 如 果 (4.12. 由 有 一 个 最 终 正解 那么 (4.12.9) 也 有 一 个 最 终 正解 . 

由 定理 4.12.1 的 证 明 世 不 难 推 出 如 下 结果 . 

定理 4.12.2 ”方程 (4.12.1) 有 一 个 最 终 正解 当 且 仅 当 出 
(4.12.7) 和 {4.12.8) 定 义 的 序列 对 于 任意 的 n HR. 

由 定理 4.12.2 马上 有 如 下 推论 . 

推论 4.12.2 如 果 对 其 一 mm, eM REE, 或 者 对 某 一 vv, 
lime,” =o, (4.12.1) CRA IER. 

出 此 可 见 ， 如 果 沁 = co， 则 (4.12.0 无 最 终 正解 . 

设 算 子 S17 >> 

(Su), = SIP (usm) nol, 

FOP u = j unine ol”. EM 


pO = Danuo 2220, (4.12.12) 
RH 
pP = (Sp), no, (4.12.13) 


ep) = [Sie + o)],, nid. (4.12.14) 
由 下 的 单调 性 可 知 
PP = [SA + gp), = (Sp), pP, m0, 
eo = [SCem + 9))], > [Slo + o)], = p, nO. 
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归纳 可 知 
O< pl!) < pi? Slee) oy DEO. 


如 果 | ol? WHER ML, Wl (4.12.14) 5] Al 
p% +o, = e+ Fe + orma), no. 
RoR 


基 ol + gp 是 (4.12.6) 的 解 .相反 , 设 (4.12.6) 有 一 正解 1y,1, MWA 
(Sy), + PP È no. 
oP < (Sy), + pP S n SO. 
p + oP = pP + (50), < op + (Sy), <<, nO. 
归纳 可 刊 
pe + gi” <= yy, n 0, m=O. 

于 是 有 如 下 结果 

定理 4.12.3 方程 (4.12.1) 有 一 个 最 终 正 解 当 且 仅 当 由 
(4.12.12) ,14.12.13) 和 {4.12.14) 定 义 的 序列 1 pi 对 任意 的 n 0 
ere 


$4.13 id 


二 阶 差分 方程 的 振动 性 研究 较 早 ,例如 见 [ 6 一 的]. § 4.1 ~4.3 
是 一 些 基 本 事实 ,可 在 一 般 的 差分 方程 书 中 找到 ,例如 Kelley 和 
Peterson [9]. $4.4 中 的 定理 则 由 Cheng, Yan 和 在 [79] 给 出 . 
$4.5 则 参见 Hooker 和 Patula 的 [73]. § 4.6 见 Zhang 的 [80]. $4.7 
来 自 [83 一 84]. § 4.8 的 内 容 源 于 [87] 和 [88]. § 4.9 是 Thandapani 和 
Lalli 在 [8S] 和 [86] 建 立 的 .$4.10 是 Zhangi 89] ROAR. $4.11 见 
[39j] 及 文献 [70 一 72],[74 一 79], [81] 和 [82] 也 是 讨论 这 类 方程 的 振 
动 性 , 读者 可 以 参考 . $4.12 的 结果 类 似 Liu 和 Cheng[ 90], 但 是 稍 
有 不 同 ,它们 是 Cheng 和 Zhang 在 [91] 中 的 扩充 .有 关 这 方面 的 结果 


$4.13 iE + 195 ， 


很 多 , 例如 Cheng Al Lu[ 92] Bi T Hry 型 不 等 式 ，Li 和 Yeh 在 
.93]} 和 [194] 中 获得 了 Sum 分 离 定 理 . 有 关 的 研究 工作 还 可 参见 [5 
~ 100). 

注意 到 $3.2 中 的 结果 ， 当 二 阶 差分 方程 

Arp + fx) = 0 

中 g, 非 负 时 不 会 由 时 混 引 起 所 有 解 振 动 . 因此 ,我 们 在 选材 上 尽量 
选择 术 售 时 清 的 方程 . 带 有 时 洁 的 二 阶 差分 方程 的 振动 结果 也 不 多 
见 .关于 二 阶 非 线 性 微分 方程 有 相当 多 的 非 振动 判定 定理 ,但 是 ,二 
阶 非 线性 差分 方程 无 任何 类 似 结 果 . 因 此 获得 如 此 的 结果 是 有 价值 
的 .另外 ,关于 据 动 解 的 存在 性 定理 也 并 未 见 到 ,有 兴趣 的 读者 也 不 
妨 考 虑 一 下 这 些 问 题 . 


eG YL 
方程 的 振动 性 


有 关 二 阶 中 立 型 差分 方程 的 振动 性 工作 并 不 多 见 .因此 , 我 们 


在 本 章 中 着 重 于 基本 技巧 的 介绍 ， 
$51 利用 一 阶 时 滞 差 分 方程 判别 
考虑 中 立 型 递 推 关系 
ACr,-,A(a,-1 一 Pr-1®n-t-7)) + Opty-g KO, n = 1,250, 


(5.1.1) 
其 中 是 正 整数 ,a 是 非 负 整数 ， Ir, 1 Pod DERF, g, E 
一 个 非 负 实数 列 昌 有 正 子 列 ， [p17=o 是 一 个 实数 列 ,我 们 将 分 三 种 
情况 : GOP, <1, Gi) po, <0, Git) p, SL 来 讨论 (5.1.1 ) 最 终止 解 的 
不 存在 性 .注意 到 当 记 二 1,r=1 方程 (5.1.1) 变 为 三 阶 不 等 式 
Ar, 2) + ry ge KO. 
四 此, 将 不 讨论 p51 的 情况 ， 
为 了 方便 起 见 , Ble, FE (5.1.1) 的 -一 个 解 ， 我 们 定义 伴随 数 
列 |3 为 
Yn = Ey T Pp- on 20. (5.1.2) 
gn 


成 立 , 我 们 将 其 记 为 {HI); 如 果 Se, = oo 成 立 , 我 们 记 其 为 
a= 
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(H3). MERFI jx, ME lim infr, =w >O, MER iy 是 最 终 w E 
的 . 
§.1.1 O<p,<p* <1 情形 


H IL Ps EE. 

引 理 5.1.1 ROS p< p* <1, rpi M(5.1.1) 的 最 终 w- 
ERE, iv! 由 《全 .1.2) 和 定义 . 则 y, >O 最 终 成 立 ， 

证 明 ”由 (5.1.1) 和 (5.1.2) 可 知 

AC ry, AV 1) -0 
最 终 成 立 . 注 意 到 1g,| 有 下 的 子 列 , 可 知 上 式 不 恒 为 堆 . BE, iAy: 
Alix, eb Sh. WRA TG nT it Ay, <0, 自然 有 > >0 最 
AR. TWA N ALE Re, EH nN Pty, << a. AE, 
En = Plne E Yn SB E Ya Tye n SN. 

归纳 可 知 ， 

Xp tN VrtN FD G- +N = Mtn T YU teen tT TOIrtN 

StS ja t+ zy. 

当 j AM, EAA. 这 矛盾 于 x, 的 下 性 . 

WR Ay >0 最 终 成 立 且 引 理 的 结论 不 是 事实 . 则 
limy, =8<0. 但 


Tnte 一 Mate = Pntetn =P” ty. 
两 边 取 下 和 极限, 有 
w — Pap w. 

Ri 0w A") REAT. E. 

引 理 5.1.2 lai Fe (5.1.1) 的 最 终 w — EM, iy) 由 (5.1.2) 
ESL, WRH) R) 成 立 , 则 最 终 有 Ay >0. 

证 明 如 果 结 论 不 是 事实 , WA 

Ya > 0, Ay, <0, ACr,Ay,) <0 
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A <0, Aln Ay} <0. 
MCA RE, 有 


WT 4 1 
Nati T JN F >) Ay; 一 > TniAy = WAY >, po ee 88, 
iW 1— N i i= 1 
这 是 一 个 矛盾 . (H ) 成 立时 ,有 


“3 
Pati ¥n+) — TAN = >» (r Ax; + ¥,414r;) 
=i 


ma 


<= rA n + 1 —- N} + Soy Ar; 
i= 
= rvAsn Cn +i- N) + Yat rr + oO. 
7 
这 也 是 一 个 矛盾 , 证 毕 . 
由 引 理 5.1.1 和 引 理 5.1.2 可 知 y, >Ay,-1>0. 因此 ， 
AC i) 一 Gu Vn, + Pr—a¥y r-a) 
么 :一 g, {l + pa) Yr 
= 9,1 + Pag AMn iv 
_ TE + p,_,) 
一 ”人 al 


nr -1—r-a: 
Fn—|-r—e 


定理 5.1.1 假设 0<<p <p* <1, (HECHAS, 
F Pal + pb,) 


Ar, 六 2 =O, (5.1.3) 
ALR ER, M (5.1.1) HBX w — (ESF. 
EN 
Tin) = [a nG- (5.1.4) 


MA Ton) =1, TiC) =2,, Din) = paer i 
定理 5.1.2 假设 Op, <p" <1, (HOR VRAE ae 


85.1 AMA H Z ar PEA - 199 ， 


数 六 使 得 


$ T(n- a) 


Az, —-1 十 dn La i-l-g af < 0 (5.1.5) 
=O 


Fa l-a-it 
无 最 终 正解 , W (5.1.1) 无 最 终 o- 正解 . 

证 明 设 1zx1 是 (5.1.1) 的 最 终 w 一 正解 . hy, 1.1.2). 
由 引 理 5.1.1 和 引 理 5.1.2 可 知 y, >y- 20 最 终 成 立 .因此 , XA 
有 大 nn 有 

Ta = Pat 二 Ya 
= Pah Pasta? + Var) + Yn 

Diala 20 + Ti ind ys + ToC) Yy 


1l 


= DITO) Yp- t Dinar 2) En- 
74 
TH, 我 们 有 


Af Fr, 1 A¥_ pS Gn Ss} T; ( i a }Ya-r-o 
r=Ü 
S ga XT; Cn ~ G)Ay Lir-a- 
if 
令 
an = nA ys 
则 有 有 (5.1.5) 成 并 ,矛盾 .证 毕 . 
类 似 地 , 我 们 也 会 有 如 下 结果 . 
定理 5.1.3 BR 0p, p* <1, (HORCH RA AER 
W OSS, San <<, 使 得 
‘TG 一 ¢) 
Az} + Qa > p -omg K, 


或 者 
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nr 
r 


line) o 
Az, | + Gy > i aloa =. 0 
1-0 


Pa-i- gore 


无 最 终 正 解 , 则 和 .1.1) 无 最 终 一 正解 . 
5.1.2 p =0 的 情形 


TE Lar, E.L DARLA. Op <0, 由 (5.1.2) 定 义 ， 
显然 有 y, >00 最 终 成 立 . 类 位 引 理 5.1.2 EB RCH, ak CH, ) at 
A, Wil Ay, RAAE TE, 定理 5.1.1 PER 5.1.30 AR, 但 
WHR EB |p, | 的 符号 . 

ba, 是 (5.1.1) 的 最 终 正 解 ,jw ;是 由 (5.1.2) 定 义 , 则 最 终 有 
vy, > Av, -1D. 因 此 

In 5 Ya E Paa r = Ya T Paya t Pp, tn 2r 
2 Ya + Paa- > (E+ Pp) ys. (5.1.6) 
TH, 我 们 有 
A An IS Gey Sr Gal + By) Myr 
ql + fy JAM, r-o]: 
2 rp =r,-Ay, 1, MWA 
Lt Pao, 


Az, 十 Gy, r. | 一 TT 一 本 SS 0. 
我 们 注意 到 上 面 的 讨论 是 可 能 的 ,类 似 于 (5.1.5) 式 ， 我 们 也 有 


am 
Ly 一 DUT) vy, + Don 01-2 42he 
i 
= ¥, + ATES K + Ts(n ] Ya 十 “十 Domain Ya- (metas 
其 中 工 ,(wn) 由 (5.1.4) 定 义 .于 是 , 我 们 有 如 下 结果 . 
定理 5.1.4 假设 p,<0, (H Oa CH.) RSL H. 
1+ Tila -o) +--+ + Tynal - 6) 220, 


nee ta, 0S jim, (5.1.7) 


$5.1 利用 一 阶 时 谐 差 分 方程 判别 - 201 > 


对 某 一 非 负 整数 m Bor, (5,1.1) 有 一 最 终 正 解 ， 旭 


q = 
+ + SP it — a) |z .0300s 0 
Fit 1}r-s-! [一 中 


有 最 终 正 解 ， 
5.1.3 p, > 1 的 情形 


本 节 中 要 求 GA liminfp, =p, >1. 

引 理 5.1.3 ”假设 liminfp, = pe >1, |x, JEG. DA RAIE 
解 , 则 由 (5.1.2) 定 义 的 1 | RTA. 

证 明 ”假设 y, >0 最 终 成 立 , 则 


Oy = Panor t+ My 22 Ptr (5.2.8) 


Ax, i 


即 有 
< An 


Ep- <3 


Pn 
IRET 0) 
Egor E Ep C Ppor AO. 
从 而 可 郑 ,|z 是 (5.1.1) 的 一 正解 .对 (5.1.8) 取 下 极限 , 我们 有 
Pew Sw. FIR. WE. 
SIHBS.1.4 lx, (2605.1. 8 w -正解 ,% 是 最 终 负 的 单 增 
序列 , 户 是 下 的 有 和 界 数列 ， H lmr, Ay, =0,W] 


SEN q; 
Yy re <<, (5.1.9) 


证 明 BRA NE nN HY x, >>, <0, AC, Ay, ) <0, 由 
(5.1.1) AP A, 

ny + 3 2s = q; = Tin Ån- > 下 = m 空 aN +1. 
FA ir, Ay, | 的 假设 ,我 们 有 
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= q, = AVn-1; moo N+ 1, 


ZF- += 


= IF 


É = 

a) l 

2 ~ r adi Se — DN SO Ns koe N+1. 
mo N+] CRIT) m 


取 极 限 可 知 (5.1.9) 成 立 , 证 毕 . 

引 理 5.1.5 iia, | 05.1.5) Wow -正解 ,出 (4.1.2) Æ 

X. RAAT, An ER ESA, ipl 是 止 的 有 界 序列 ， 
DD, (5.1.10) 
(HORCH Ra, M 1Ay BERM. 

证 明 很 说 Am 最 终 为 正 , 则 iv, Ay, | 是 正 的 单 减 数列 , 则 
RA lim, Ay, = 0 BA imr, = 9>0. MOF limr,As, =0 成 立 ， 由 引 
理 $.1.4 可 知 结 沦 是 事实 . 

因此 FRAT ATS nN Ty, <0, Ax, > 0, 7, Ay, g 这 时 ， 如 果 
(Hi) 成 立 , 则 有 


y= Das = > Tay nay 1 > gM bo. 
i=N iN ti iow M N" 
这 是 一 个 矛盾 . 


如 采 (H2) 成 立 , 则 有 


Fat Vat] 一 Paiva = >> (rj Ay, + Ar, ) 
ry 
z= (n+1—- Njr, Ay, + Soy air; 
rw 
z= n(n t1—N) + a Ori 一 r;) 
re 


= an +1- N} + INH Laren — 2 
这 也 是 一 个 矛盾 , 证 毕 ， 
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me 
一 


我 们 已 经 获得 了 1y,1 是 负 的 单 减 件 , 于 是 仍 可 利用 前 面 的 技巧 
得 如 下 结果 ， 

定理 5.1.5 (p, AIHW lim infp, =P. >1, (5.1.10) Rear, 
(HORD ERK. aR (5.1.1) 有 一 个 w 一 正 解 , W 


Az, ae Cat (5.1.11) 


ne 
有 最 终 正解 . 

证 明 iiei 是 (5.1.1) e- 正解 , 由 引 理 5.1.3 AIBA 
5.1.5 A, |v, 1 是 最 终 负 的 单 减 数 询 ， 因 此 ,yy Ay, -1<0 ee 
WV, 注意 到 


a O Yas _ Yu 
mep p, TA, 
(5.1.1) 可 知 
nt fo Ty 
Ary, Ad, 1) E Uta < Ing < Po. AY, -Ltr-a: 
tT TT 了 T- ¢ 


因此 , ij —r,- Ay, | 是 (5.1.11) 的 最 终 正解 .证 毕 . 

有 关 一 阶 时 差分 不 等 式 无 最 终 正解 的 判别 定理 , 我 门 已 在 前 面 
给 出 介绍 ,因此 . 结合 前 面 的 知识 , 可 以 得 到 {5.1.1) 无 最 终 正 解 或 
无 最 终 -正解 的 判别 定理 . 


$5.2 利用 二 阶 差分 方程 判别 


考虑 二 阶 非 线性 中 立 型 差分 方程 
An + Patna) + flan) = 0, (5.2.1) 
其 中 起 是 正 整数 为 非 负 整数 , |p, | 是 实数 列 , ig, | AE HBT 
且 有 正 的 子 列 ,f 是 R 上 的 非 减 实 函数 , H4 z 关 0 时 有 gir) >0, 
Wis, ! (5.2.1) RER, 4 pont, 显然 
In = Tn + Pan -kr (3.2.2) 
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最 终 为 正 且 满足 
En 二 
因此 我 们 有 好 下 结果 . 
定理 5.2.1 ”如果 0 所 户 扫 1 A 


Mz, + Gaf na) SO (5.2.3) 
EREA, W (5.2.10 无 最 终 正 解 . 
FEE, dz, >0, Ye, <0, 我 们 有 Ac, >0. 这 时 自然 有 cS 
Cl— poe, TEA (5.2.1) 有 (5.2.3} 成 立 . 
IMR - 1S 0,0 日 (5.2.1) 有 一 个 无 界 最 终 正解 1z | .这 时 如 
Fz, <0 成 并 ,出 {5.2.2) 及 p, aT 
AS 
MR ix 上 AAR, 于 是 有 z >0 最 终 成 立 ,注意 到 Ae <0, 于 是 有 
Az, >0 最 终 成 立 , 而 O<2e, <2, 成立, 上 让 有 如 下 结果 . 
定理 5.2.2 MR-1<),<0 H (5.2.3) 无 最 终 正 解 ， 则 
(5.2.1) 无 最 终 无 界 正解 . 


§5.3 Riccati 技巧 


ALALE, + Paty 2) + gry wn) =O, n z= 0, (5.3.1) 
HEF ir EER Be E 


>, + = o, (5.3.2) 


la ME Op, <1, 19,| fl § 5.2 FEM iria) i SFR ea A 
数 满足 r(n)ie-1 Alin —c(n)| Pg Sit Bx] oo | 
引 理 5.3.1 Rix! 是 (5.3.1) 的 最 终 正解 . 令 


ay = ty 十 prt, n= 0. 
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Mian 最终 为 十 且 有 
Arp Az) + Gl -om cin) SO. (5.3.3) 
证 阴 (5.3.1) FM AC, Az, ) 0 Ree i. 如果 | Az, | 
终 非 正 , AREA A TA ,注意 色 (5.3.2)， 则 有 lim zy = 一 00, 这 蚌 一 个 
矛盾. 类似 于 定理 5.2.1 的 证 明 , 有 (5.3.3) 成 立 , 证 毕 . 
引 理 5.3.2 Bia, E (5,3.1) 的 最 终 正解 , 邻 
r, 2, 


MRA 
Tu! FL! 
A tt = n 1 一 Aol 一 一 ‘ 
i -1 ( P. ‘ )) Fn-r{n)-! 
HERR H w, Kx, Ex 我 们 有 
A 
Eh rn A P Hn) on Zp- rin) 


— 二 Py AAR rln) -r{nj-1 
= 


Zn- rinn- rinj- ] 


(5.3.4) 


ACr, Az, ) 


=~ 4,1 一 Pa rla) 


Åz, nol 
=T Teh, a “rt ~ d(l ~~ Py-cin))- 
=y-rl 4) 


但 ACr,Az,)S0, 因此 由 引 理 5.3.2 可 知 
Pn AÅ rin) ~、 = Fatt Atay => Fyri Atay L 


=H -- rin) ~ Za- rin) Sn —rint ly} ~ atl- 
RAER RITA 
Ertl h 


Fyu-rin} -l l 


Aw, S- Gl 2) 一 


证 毕 . 
为 方便 起 见 , 我 们 令 
Q, = ql ~ p_in)). 
WN EB KEE nN Ate, >0. nlesleN, M s Aln 对 (5.3.4) 求 
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A, 有 
Wy iy — uy KO Xa - > > (5.3.5) 
因此 
>Q; < de, + tha) Sew, 一 wD a << wy 
FHA 
SQ < o. (5.3.6) 


定理 $.3.1 如果 


>Q, = oa 
Bor, 则 (5.3.1) 的 每 一 个 解 振 动 . 
如 果 (5.3.6) 是 事实 , 我 们 可 仿 


ph = » is k = 0,1l, 2e, (5.3.7) 


i=h 


自然 有 plu, 最 终 成 立 .定义 
~“ 0 0 
pi = ght Ss Pirie er 


， & = 0,1,2---, 
i *i-r(i}-1 
由 (5.3.5) 有 
fl $! 
i Hyl 
r= vie Slat < Sas $ mers 


归纳 定义 
= Pol bo = 0,1,.…, (5.3.8) 


ni ice tr ri} l 
如 果 Su, REN 我 们 有 
gi?! =g? 4 5> PH P: 


f= 好 -ft 一 
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uo uo 
3 q Tey te 
< Yar D BHM <u, s BN. 


iza Pi-rli)-l 

TE, 120, kN, H gpu. 

定理 5.3.2 如果 (5.3.1) 有 最 终 正 解 , 则 由 (5.3.7) 和 
(5.3.8) 定 义 的 双 标 序列 满足 : 

(1) g< Mf 0 及 所 有 大 大 成 立 ; 

(2) lim supg, < °° HER k ES. 

WHE rtn) 二 rt, (5.3.1) EA 

Alr ACa, + Pits) +t gr , = 0, nid. (5.3.9) 
定理 5.3.3 ik 


I 
= aL (5.3.10) 
-0 五 
HA p> + (ki 
Py-2-1 XQ >p (5.3.16) 
最 终 成 立 , 则 (5.3.9) 振 动 . 


证 明 ”由 (5.3.11) 和 (5.3.7} 可 知 


&= Meas“. 


n- l-r 


因此 
cr 0 0 mm 
1 = 04 SOE _ #8 S- l o 
P Pr > i~r- F, rl + Pd, r < iT ;-- 
P |- E Ai 
= r-ei + P P-e 1 [| Tt 7 Pep’ 


其 中 B= p+ 所. 归纳 可 证 明 g> t EE B-p +e j=, 
DSR B= By < Bi < Bo<--, MR BUF RE Ra, WA a = By 
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+a? TERS e>t. 因此 , 这 是 不 可 能 的 . 从 而 有 lmp = -co ,证 毕 ， 


9 5.4 非 振 动 解 的 渐 近 性 


本 节 中 将 考虑 线性 方程 
AF en-e + Pala a) + gry = 0 (5.4.1) 
JE SE LTE, EOP | FE SEBO, [gts $ 5.2 PAW k 和 
i 是 非 负 整数 . 
定理 5.4.1 ”如果 
U dn =o, (5.4.2) 


AA pi> - 1 ES 
-[< pip, <0. (5.4.3) 
则 (5.4. 1) 的 非 振 动 解 1z, HALE limx, =0. 
证 明 不 妨 设 1x, 1 是 (5.4.,1) 的 最 终 正解 . 今 
Sn = By + Ps 
则 最 终 有 Az, >0. 否则, 由 (5.4.2) 可 知 有 a>0 A N ERN 时 
AnS a, lime, = —0, AW pp >-1, 于 是 
By C Pk Pty pg S Tag. 
从 而 可 知 iz, AR EtA. O lim z, = £220. H n Bi co Xf 
(53.4.1) RA, WA 


Az, | 一 三 二 十 > on 
由 (5.4.2] 订 知 lim infz, =0. 如 果 L>0, 则 有 2, >na, F.A 


lt L=0. 最 后 证 明 “人 0 成 立 .否则 有 wx >0 使 得 z, > a 最 终 成 立 . 
这 也 可 导数 与 lim inte, =0 FE. lim z, 二 0 是 显然 的 .归纳 前 而 的 证 
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HH ,我 们 有 
lim z,, = lims, = 0, 5, <0, Az, >00, 
因此 有 
ty <- Lak =< Pitn- ke 
VAD zai me Sel — Py, TEE. 
定理 5.4.2 WẸ p20, W(5.4.1) OE ie aI AE lz, | HE, 
ay | Son AEE c ERER ELAN Z AR, 则 1z,1 有 界 ;如 果 


lime =0, Mij dima, = Q. 


+ 


证 明 BA N (fn EN, 2,-,>0.2,-,>0, 由 (5.4.1) 可 
FQ] nN H Arz S0 MA N +A) a KA, RITA 
ml S g + in NJA. 
FES c>0 使 得 nien. E 疡 之 0. 即 有 men A Poin- 
cn, HX fa EEGI 1 有 界 ， ims =0 Hy lim, =0. 1. 
例 5.4.1 差分 方程 
May e+e le lr = 0 


满足 定理 5.4.1 的 条 件 , AUER Aci RFS. SEL, 
rt, =0 "EEA. 


$ 5.5 非 振 动 解 的 渐 近 分 类 


考虑 非 线性 中 立 型 差分 方程 
ACr, Ala, — Pte) + flava) = 0, ned, (5.5.1) 
其 中 EEES, o 是 非 负 整数 , ir, ER, 2, [SERRE 
O= 7,2 p<1, 了 是 NxR 上 的 实 值 函数 关于 第 二 变量 连续 上 且 当 rH 
0, n0 H afin, r} >O. 
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ROP ARE ga eh BT RE AA . 
(Hy) n=O, Op, pel: 
(Hz) lima, =p" £0.) ; 
(H3) nim 0, |p,- 户 | <ki n—m| : 
(Hy) n0, fln,r) 4 rE (0, 2 ALE IR ; 
(Hs) SZAM; 

re 


(Ha) DP AEM: 
(H+) E 非 减 r 
为 方便 起 见 , 我 们 引入 记号 


r, (m) = >) L, 
Tim) = ndl 
同时 ,如 果 |zx, 1 是 (5.5.1) 的 一 个 解 ， 我 们 引入 伴随 序列 | yt, 
Ya T Ep T Pp- nÀ. (5.5,2) 


5.5.1 基本 结果 


先 给 出 一 些 基本 事实 , 它们 将 对 后 边 的 结果 有 帮助 . 
引 理 5.5.4 [H DRI, en) IER, jy, | 由 (5.5.2) 定 义 , 则 
(i) 如 果 limy, =, MJ him x, = 90; 

Gi) 如 果 lima, = 0, Jal limy, =0; 

Gid 如 果 lim p, = p* €[0, i), H lim», =2@ € (- 2,00), W 


. _ a 
iasg py 
证 明 由 year, 可 知 (和 (这 是 事实 .下 边 证 明 (ji) 成 立 首 


$ 5.5 SPR SUR MRT eT ee * 21 ， 


先 可 证 ix AA. AN, ATI irn 1 使 得 
Tn yO Th? lim Tn, T 


而 Yn, = Tn, T Pr, - rot, (1 — £), 于 十 lim ww = co ,这 是 一 个 于 证. 
MMA mt Blin, 使 得 


lmr, = lim infir, = ea, lmzr = lim supr, = 2. 
r mÈ ' mo m'o pee 了 Hoo 
IBA 
a= lim», = lint, — Pyta p) 
pee l goe J 1 i 
-= lim supr,(1 一 limp, ) = øl- p”). 
A Ps 一 一 一 ay 类似 可 证 alee LE. 


ST, (=p PO 
WR iz, | 是 (5.5.1) 的 最 终 正 解 H (5.5.1) AJ MI ACr,Ay, ) <0 


RARU. TE ni Al An EASA. eB Sy VORP OT HE 
TD, a >0, Av, > 0; 
I, > 0, y >0, Ay, <0; 
zr >D, », <0, Ay, >O 


Ea - 0, », <0, Ay, <0. 

引 理 5.5.2 ir, Æ (5.5.1) 的 最 终 正 解 日 jiAyw | 最 终 为 负 或 
lim supr, >0, MIn REWE. 

BERG WRA N fEl nN AY Ay, <0, y, <0, 归纳 可 知 

TtN = YaN + DreNet- terN Sa IN + 2G-1e+n 
Sv SPN tom, f= 1,2,0° 

当 充分 大 时 , 不 难看 出 jy, + .mv<0 这 矛盾 于 zx, ,ww> 人 0. 

如 果 lim supz >0, 并 设 Ay, >0 My, <0 最 终 成 立 , Wx, | 不 
会 是 无 界 的 .否则 , 有 tw! 使 得 
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而 
Ya 一 Tr = Pn Un -r z= tq tl T p). 
Ax 
jira, 一 

F. RATH] on, (E1 

limta = lim supr, = r” > 0. 
而 

0 > lims, 22" (1-~) >0. 
这 也 是 一 个 矛盾 .证 毕 . 

引 理 5.5.3 WP T(0)=%, 1z| 是 (5.5.1) 的 最 终 正解 ， 则 

Ay, 70 最 终 成 立 .如 果 再 附加 条 件 ;x,,| KAFE, N y, <0 最 终 成 


一 上 


证 明 由 45.5.1) 可 知 ACmaAw)<0. 如 果 Avw<0 成 立 , 由 引 理 
5.5.2 Aly, >0. 
iA N BEAR n 2eN My, >0, Ay, >0, ACr, Ay, ) <0. BS 


Yarl T JN = Say, = 5; irAy = rdw >! 4. ce 
Se eo 
ANF lim x, =0, 由 引 理 5.5.1 知 lim y, = 0. 这 时 假设 y, >0, 
iso 是 单 增 正 数列 , 它 木 可 能 收银 于 零 . 于 是 有 y, <0. 证 毕 . 
5.5.2 非 振 动 解 的 分 类 
a TEGS DERAH, io! H(5.2.2)EX, (5.5.1) 
al 


PĀ 
Ay = ON -Sf a), 


n-l 
=i] ahi 
Ya = YN 十 WAN 2, tae aera r; 


i 73 pe Nye’ 
ad 

SS ony 1 ve >, pi 
y= Y 


= yy + ANAN DON) 

<n + rynA TCO). (5.5.3) 
Ak, 4TO)< otf 4 m AAR ERB i RIE, 可知 1y,1 
yee. 

引 理 5.5.4 E r(0) <, jn] 是 (5.5.1) 的 最 终 正解 . 则 有 正 
数 a 和 8 使 得 

alin) ain, ep 或 -BSa <- alu) 
RR. 

证 明 A A iel 有 四 种 可 能 . Ry, > 0, Ay, >0 由 
(5.5.3) Ally, | 是 单 增 有 上 界 数列 . 即 有 有 >0 使 得 vy S.A a 0 
使 vy, >aTf0) 是 显然 的 .而 arla) car, FEA arin) Sy- 

如 果 y, >0, Ay, <0,iy A ERER. P limiy E 
意 到 (5.5.3) WA yey. Z CrwAow TON). E tr dy, | ABR PE 
mM, 4 nN INA 9, = — (rnAgw TON). 

其 它 两 种 情况 类 似 可 证 .证 毕 . 

引 理 5.5.5 说 TI0)= 0%，, 1z| 是 (5.5.1) 的 最 终 正解 并 满足 
lim supz, 0. MAER a 和 8 使 得 

a S E PDN). 

证 明 由 引 理 5.5.2 可 知 v > 0, A | 5.5.3 有 Ay>0. 这 
时 自然 有 nea. EES (5.5.3) RTO)=0, WA >00 y< 
BY, ON). WEHE. 

id 0465.5.) PARA ER RFI 

Ola, B, Y) = fia | OW] ty — as yy > Bar Os, ~ ¥en 00|. 
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定理 5.5.1 假设 T(0)< ,limp,=p” [0,1). 则 (5.5.1) 的 
最 终 正 解 属 下 列 四 类 之 一 : 

a veoh Z oo o 
Doc 外 al 全 as © | ,0(0,0,4) 90.0, = 00). 
HHE a,b, d EARS. 

WEAR iini (5.5.1) 的 最 终 正 解 , 由 引 理 5.5.4 可 知 |y ， 
单调 有 界 . Bp fim v, =a.A5| 5.5. 1 Al lim x, = fo)" FR i, t EJIE 
TER) Al a20. Air, Ay, 1 的 单调 性 可 知 它 KAFE NI- 20 E 
HE, 

由 定理 5.5.1 的 证 明 不 难看 出 , 定理 $5.5.1 中 的 a 是 正常 数 .而 
d#0. FXE, H Stolz 定理 可 知 


lim Ts ) =- limr, Ay, =-d. 


NR iy, | RACE, cH 15H 5.5. 4 BT Rae ard. Feet -d> 
a>0. WR iv, | RAAT, 类 似 地 有 - d<a<d. 

定理 5.5.2 IR T(0) = 09, limp, =o" EE[0,1), 则 (5.5.1) 的 
最 终 正 解 属 下 列 五 类 之 一 : 

0,0,0), 0(0,0,c)， ol —4 5.2.0), 
O(c, 09,6), O(c, 0,0), 

其 中 a Alc 是 正常 数 

证 明 如 果 lim supr, =O, 5] HE 5.5.1 和 引 理 5.5.3 可 知 
limy, =0 且 Ay, >0. 央 此 ,ir,Ay,i 是 正 的 单 碱 数列 , 它 收 全 于 非 负 
BR Bic, | 属于 (00,0,0) 或 200,0,c), 

如 果 lim supa, >0 由 引 理 5.5.5 可 知 |%} 是 最 终 单 增 正 数列 .从 
Hi lim y, = a Be limy, = 9°, limr,Ay, = ¢ RH limn Ay, = 0. 如 果 


Hoe 


85.5 JERAR oe 


—“— >0, ta, AF O( 5 5 
im, = + oo B] 5.5 1 Alima = + oo 证 毕 


limy, = =a, M] limz, = = 


5.5.3 充 要 条 件 
本 节 中 将 给 出 一 些 类 型 解 存在 的 充 要 条 件 . 


定理 5.5.3 (BIRCH) ACH, RY, AP S.5.1) A 


200,0,2), 则 有 某 正 数 a>o 使 得 
VAn, ATC -g)) < mw, 


如 果 附 加 条 件 
lim Tin HE) = 1, 
MY DE A Se 
证 明 iti x, |C0(0,0,d) Æ (5.5.1) 的 解 . 即 有 
lime, = Å, limy, = = 0, limr,Ay, = = d. 


不 失 一 般 性 ， ,可 设 dO, y, >20. A, Al A. 是 正 数 使 得 
一 Ay Sr, AN, SS A>. 


那么 
mol mol 
l 
- A412) Yn dn = A, i 
t=" 由 hon re 
让 mm 一 ce， 有 
= Arin) <- y, Z- Ain). 
从 而 


Fli, Zia) = fli, Ya) ot JUA {i 一 ay}. 
为 一 方面 , 由 (5.5.1) 有 


nl 
-4 | 

rnd, = rp Av, ~ PLETENE 
=k 


" 215 > 


rer: 0). oR 


个 解 属于 


(5.5.4), 


(5.5.5) 


> 216° 第 五 章 — Bypass PARTE 


取 极 限 , 则 有 
o >- dt nAy, = Ss, a J = 2, AFl — 6)). 


相反 ,选择 jE (p,1) 和 和 NEz0 使 得 


bn on <p, nN, 


DRA -0)) SF = pd. 
考虑 方程 


Tr = Pyty-r 


+ Slee | 


+ Srl +1)flR zg) = N+ maxilo, ri. (5.5.6) 
Rn ih, (5. 5. 6) 的 一 个 解 也 是 (5.5.1) 的 一 个 解 .确实 
AAA 


— HIDAN n) + APC) SACR tee) 


+T + DA| SOE) -A [XTE + DAE ao). 
_ _ Ad = ) 18 1 
ACH) 1S Fb s). 
于 是 


a-l 
rAd, 一 一 AML) 一 Sf tk Th) 3 {5.5.7} 
由 一 站 


ALAY) =— Fn, E a). 
下 证 (5.5.6) 有 一 个 解 赂 于 QC00,0,4) .为 此 我 们 定义 
ai) =Q0, n>N, 
ri? = (Fr), nN, 7 = 1,2,3", 
其 中 


§ 5.5 ARPS AIT ae +217 - 


a-l 
(E)n = Patne + DPO) A + SAk no) 
' > 


+ STR + DF ms) n ce N+max(r,0), 


t—# 


(Fa), = (Fa Numer): NS an< N+ max(ryo) 
(Ay) By K 


On cP ae? nN, isle 
rye = (Fr), = AO) < AT(x) I, nN. 


归纳 可 知 
EDL PATO = r) + Pn) AGE) + ro) FEAT - 0)) 
k=N 


SATa) (a +54 + Dya „ATIK -0)) 


= = a(n) (454 + the, AT(k -e DÌ< AT(n). 


由 Lebesgue 控制 收 伍 定 理 可 见 Fr= 27. TI r, WEE lim z, = 0, 
limy = 0. BUR, H (5.5,7)P IL 


À 1 — _ 2 
-人 人 > ay, = AU Se) Sree a.) 
FN 
>- Aw) A a) =- A(l 一 n). 


EHE, limr,Ay, =d<0. HEHE. 
定理 5.5.4 (BURCH) ,(H,) BCH) RT, 则 方程 (5,5.1) 有 属 
Fala ae a,- ooj] 的 最 终 正解 当 旦 仅 当 


>t SAGA) <o, a >D. 
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证 明 设 |x,! 是 (5.5.1) 的 最 终 正 解 量 满足 


lim.r, = ,limYy, = a, lmr,Ay, = c( HE - œ). 
下 eal 1 和 Fa 


a 
WA EE A 向 使得 sw sa 由 (5.5.3) 有 

Ma = Jw + as 和 六 - > SK Th) 
BER, 则 有 四 
a — yy — NATN) = yA 4 Sifa, to Z > 二 Sk ai). 
TESA RAE BE m 名 大 使 得 和 
Xi > Sru A) < U- eh, 


记 2 EIA XR |e} 组 成 的 Banach 72 iB}. 
M=jx=lzl€mid-p4t< iy SA, n>m]. 
定义 算 子 


ua eI 
(Fa), = Pate? GPAs SES Ga, 
kon pron 
n= m+ maxié,ol, 
(Fir), = (Fr) tmaxir.el> msn L m + maxir,el. 


对 于 总 EM， (Fe), 22 eg iy i 
(Fe), < pa + TERA >t Sti A) 
os 5e, La À. 


即 有 MEM. 如 果 ray, ASHP ARE RSE aE, h 
Knaster AZ AERA FEM 上 有 不 动 点 zx. 它 显然 也 是 (5.5.1) 
的 正解, Fb, 


§ 5.5 和 非 振 动 解 的 渐 近 分 类 » 219 ， 


| mn kl 
lim Cx, 7 Pu_r) 一 lim | 1 P24 + Drs SG, z-o) 
_0-p)à 
7 2 


9 


并 由 引 理 5.5.1 TA lima, -UzP d oe TE, 


定理 5.5.5 假设 (所),( 丁 ) 和 (Hs) 成 立 , 则 (5.5.1) 有 解 属于 
人 (一 一 ,4 ,0) SHARH 


(1 or 
D UME, a) < o, àa >O. 
=U) 


证 了 明 irni (5.5.1) 的 最 终 正 解 并 满足 


lima, = -一 limy, = li =0 
mz, = Im, = as im?,,¥, = U. 
Hoe OO 1 MN— oo 站 一 = 


_ p* + 
则 有 正 数 c 和 e 使 得 eana. MA 
PCat. tpg) fn ys) fn,c). 
对 (5.5.1) 从 m Book Al, 则 有 


, | 
ry = > Ci a; aoa m=O. 


即 有 
n = Mn t st LO, Ta 
于 是 i 
X LG, TIES Y Shine) = a- yy <, 


为 证 其 道成 立 , 设 N 使 得 
X EYG) < UAA, 
in 和 AT MRE %. EXAT 
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可 一 | = 
(Fr), = Pri — zr + ‘bp + » ESG). 
k= =È 
noe N+maxir,c}. 
(Fr), = (Fr NS n < N+maxir,ol. 
类 似 定 理 5.5.4 证 明 可 知 FEM 有 不 动 点 xz. 而 


1 aol = 
lima, pr) = lim {EGP + ST EST G23. | 


eon TE isk 
存在 且 属 于 
(和 -0 -六 1)， 不 妨 设 为 a, 由 引 理 5.5.1 可 知 
lima pr 


M lim, Oy, =O ME BRKI. WEHE 
定理 5.5.6 RIRC), (H PAHOR, 则 (5.5. DEME TF 
No ,00,c) 当日 仅 当 
SCR, ADe -o(0)) < ©, ADO. 
证 明 Oi la, lÆ (5.5.1) ARER BE 
lims, = %, lim Yy = ©, lim r, Ay, =c > 0. 
注意 到 r,Ay, HERE, 则 有 +, Ay, 2c. TE 
Vn ZN + yt = Sy + oD, ON). 


因此 , 有 4>0 使 得 vy, ArT, CN). ACH, FM 
Fin, AT, eA N) EE fn, ys) SFr, r,s) 
fH(5.5.1) 8] 4 
rKAY — e = fk ) = ie AT, ON). 
为 证 其 道 命 题 成 立 , 设 有 N 使 得 


8 5.5 斐 振 动 解 的 渐 近 分 类 - 271 = 


ST (0) < GPa, 
TEIN 上 定义 范 数 


MM = ix 一 | E in | 《1 一 PIAT, C(O) 2 
<x, LADO), NI. 


EXAT 
— a-l 
(Fr), = pts + AC- PTO0) 十 DT (OSE = 1,%-1-.) 


+ Ts (0) UFR — 1, m4-1.0), n > N+maxit,al, 
(Fr), =CEr ae, Nain & N+ maxir,at. 
类 似 定理 5.5.4 的 证 明 , 可 知 F 有 不 动 点 z, 显 然 lim x, = ©, 
limy, = ©. HE. 
5.5.4 充分 条 件 


本 节 中 将 给 出 两 个 充分 性 结果 ， 
定理 5.5.7 {Rit (Ho Al CH) Bev A 


> TO FOE AT ON) = ©, 


Sf ate (NY) < ©, 


WW (5.5. DARBEA, 90,0), 其 中 | fla. BEBE. 
WEAR RA NN +t maxi rio | 7B 


A a 
EON + M2ps + 信人 -= 1,AoTy-5-1CN)) < ag, 
定义 算 子 l 
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tr PAD STNA = 1,0 g-6-10N) 2-1-0) 


+ > Ht 一 1 Te a N} n 2 Ny, 
点 二 对 
(Fr), = (Fr) NS SNo (5.5.8) 


Ay rD =Q, rft D — (Fr), nN. HCH eT A 
0 TD aD, nN, i 二 1 2，…， 


另外 
rP = (Fr), = EN <in nN. 
归纳 可 证 
+ <A ap tn 二名 Ee- Là Th Ls NDIS A 
TER x" = {zx | 使 得 
limes = rp. 
th Lebesgue Rita = 到， 由 (5.5.8) 显 然 有 


& 2 EDN). 它 是 (5.5.1) 的 一 个 最 终 正解 上 


一 Aj + 有 Per 
一 上 


+r ANDAR — lee.) + TF ANYS- 1, Zi 1_,), 


lim(%, 一 Pen_r) =. 
由 引 理 $.5.1 All lim zy = oo. Tit 


$5.5 非 振动 解 的 新 近 分 类 " 223 - 


mA(a — Patne) = DOSC rsza). 
k=aA 
证 毕 . 
定理 5.5.8 假设 (93) (H), (MORH JAHA EX K > 
Ky 20 使 得 


cr 二 二 0 


P 
> AG eH) << (pei! — Der, 
则 方程 (5.5.1) ARA F 0,0,0). 
证 明 OS 


M = [lan Ele ter Se rn, 
| ~ LIn-m lnm 0}, 


其 中 了 一 Immax|j 开 | ,天 | ,选择 N 使 得 


» + Df eR Dye (a -Dp dL, n>N, 


是 一 mm Fi 一 上 
ate Mint DN, 


其 中 a € (6,1). % 
(Fr), = Pan- ~ >> LSAs, n), n>N 


bon TR scg 
(Fr), = exp| RS, 
WR nl EM, RIA 


(Fxr), Pan- S pe MO) eg Kn, 


(Fr), be Biers) 一 > Cs ele?) 
k=a sak 


3 Uan €N. 


= eK t pe ~ De Hin X) LDA, e00) ) 
kan k =k 


» 224: 


WA PWME AT. 对 于 mn N, 
(Fr),, — (Er). 


(Pa te Katee, + LSAs, e >) |(m = n) 


Lle Kn-r + alle - 2) 

对 于 OSS SN, 
(Er), — (Fr), | = i exp( 2 
{Lim n). 
Pik F 的 连续 性 . 设 >00, 选择 N >N 使 得 


>, Ls, er ) < e. 
TETEE DET 
| (Fr), ~ (Er), | 
< pha -rl + YEY | fle, -so 
fare 


: ~ E 7È 


Spl -zl + 2e. 
因此 , 4a or HA 
lim | sup! (Fr), ~ (Fr), | | = 0, 


sup | (Fr), - (Fr), |< In Fr? )y - ln( Fr)w|. 
RUA A lim Pr‘? = Fr. 
最 后 证 明 FM 是 一 致 Cauchy ÉJ. ik 12, | Cig, HBA m >M 
N BY 


| (Fr), — (Fr), |< | Pate 2 Patma tl 2 JUN st) | 
sak ' 


k= 
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De HOD) 十 (pue — lje", 
于 是 有 Ny 使 得 He, HN] 时 有 | (Fr), 7 (Fr),, | LE, Fé, F {EM 
ERT AR BE RR ac ERE A BOK AY (5.5.1) AR. WEB. 


$5.6 非 振 动 解 的 存在 性 


AS 三 中 将 考虑 线性 方程 
A(x, ~ CXn—m) + PE,» =O, (3.6.1) 
其 中 m ERER, 是 非 负 整 数 ，c >1 ER, 10, | ERR . A 
得 注意 的 是 本 节 并 不 要 求 p, 非 负 . 
定理 $.6.1 i co >l.m, zl A 
Sn Lp, |< oo ， (5.6.2) 
(5.6. DAA ESR. 
证 明 选择 N 足够 大 使 得 
Sil p< ot, nN, 
M = lial € ix | Fy Sty Kc, n> NI. 
MAL, n>N 时 
(Tx), = Fle ~ 1) + tem 上 >» Li = Cn to 1) |pa;-, 


”二 有 十 内 


tto < 1 = Ny AL, CT), = 2c. 
显然 ,TITCAT ,如果 zyE AM ,我 们 有 


| (Tx), 一 (Ty) |< 二 | mn Ynn | + 


pi l| aye: Yik) 


I> [i-~(x+m—1)] 
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<i(1+) lr -yl. 
由 Banach 压缩 映射 床 理 可 知 TEM 上 有 不 动 点 +. 令 ,y,= 字 , 则 有 


Varim — CY T i 一 二 一 2 [i— {n+p — 1)] pyr. 
因此 
A (Yt Eyy) 一 一 Putm¥n+m—k- 


{Vy | 是 (5.6.1) 的 解 , 且 满 足 > <y, <2, 证 毕 . 


$5.7 不 稳定 型 方程 


考虑 不 稳定 型 差分 方程 
May -cr am) = Pw, R= fgs (5.7.1) 
其 中 p,20 AA ERTI, e220 是 常数 ,m ELCAN, k 是 非 负 整 
数 ., 对 于 (5.7.1) ,我 们 会 有 如 下 结果 . 
定理 5.7.1 方程 (5.7.1) 总 有 最 终 正 解 ix, | 满足 limz = 00. 


WEAR 选 返 # 互 ,1 使 得 


SPH, = ~, +9, 
“=n > PH, 
"== 


定义 


选择 Ny 使 得 nN] 时 


$5.7 不 稳定 型 方程 - 227 


É 一 

zn 之 1， ‘< 

| f (5.7.2) 
en Sin- prah 


1 一 
i mth 


Ss = fia, € iy |,0<ma, <1, n I> Ny}. 
EXAT 
- E , i 
(Tr), = ¢ "x, mt nl- be Bik Te noe Ni- 


(Tr), = lyno na < Ni. 
由 (5.7.2) 可 知 TSCS. te r,r €S, BRA 


| (Tx), 一 iTr” Ya | =e a E Ey a Thm | 


了 


n--2 
+ 15; (n = 1> par| Te T The 


<4 læ- r* l, n>N. 
由 压缩 映射 原理 可 知 工 在 S 中 有 不 动 点 x 使 得 


Sno 


1 <4 1 
Ip = C mt O(n 1 ipai + 3 noe Ny 


Mr ng 
In = 1, No =a <= N. 
令 Ya = La MA 
n-Z 
= l 
Ya = O¥n-m + Dn —1- py nN, 
=n] 
¥n T 2s non < Ni. 
因此 


A (4, T C¥n—mn) = Pan- it = Ni. 
即 {y, | 是 (5.7.1) 的 最 终 正解 .下 证 limy, = ©. 
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事实 上 , 令 Hn ~ NYa  C¥n- m? 那么 
-2 
< ， 1 
Hn 一 D(a- 1- pt > 0, 


To 


= Sow. >00, 


Mu, = Pan- => 0, 
因此 , lim u, = co ,于 是 limy = 0. HER. 


$5.8 含 最 大 值 差分 方程 非 振 动 解 的 渐 近 性 


考虑 非 线 性 二 阶 中 立 型 差分 方程 
M(x, a r) + G, max r, = 0, it = 0,1,°--, (5.8.1) 


一 


其 中 r>0, 020, ih BERS, ig,! 是 非 负 实数 列 且 有 正 的 子 列 . 
TR, H o >0 是 提交 全 人 


5.8.1 一 些 基本 引 理 


MUR i x, 是 (5.8.1) 的 一 个 解 ,我 们 将 定 多 
Se 一 (5.8.2) 
引 理 5.8.1 设 有 正 数 户 ,使 得 NOON 0<p,<p, 
Da Gr = o, (5.8.3) 
jz 是 (5.8.1) 的 最 终 正 解 ，= 由 (5.8.2) 定 义 , 则 最 终 有 
(i) %, <0, Az <0, A’z, <0 A limz, = lim Az, = ~ 00, BK 
(ii) = <0, Az, >0, Az <0 H lime, = limAz, =0. 
WERA 由 (5.8.1) 可 知 Ae, <0 且 不 恒 为 零 , 因 此 ， lim Az, = 
~ RÈ lim Az, = L. 如 果 lim Az, = — 00 i, BRAG ERN. 如 果 
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limAz, = 了 成 立 .我们 分 L<0,L=0 和 工 >0 三 种 情况 来 讨论 . 如果 
L<0. 则 有 nz = — 00. EH z, 的 定义 可 知 

Ze 二 人 rr 
TEK lima, 一 co ,对 (3.8.1) 求 和 , 则 有 


Az, = Azy 一 Sa TAK, Ls = a, 
这 是 一 个 矛盾 .如 果 革 >>0， 我 们 可 类 似 证 得 矛盾 ， 因此 只 有 工 =0. 这 
时 显然 有 Az, >0. Miffi lim, = 00 BR lime = L. SR, | Bee BR 
FER. MWA 


Xn 2È Ly ~ Poly = p = SL > 0. 
这 时 类 和 似 前 面 证 明 有 lmAz, = —%. 如 果 工 之 0, 则 


> tmi 


L n >- Paty 22 Prnes Enor PT 
也 有 limAz, = 一 co， 因此 只 有 lim =0 成立 .这 时 z,<0 显然 .证 毕 . 
对 于 (5.8.1) 的 最 终 负 解 ix,1 我 们 也 会 得 到 类 似 引 理 5.8.1 的 
结果 . 
在 引 理 5.8.1 中 ,如 果 附 加 条 件 
Pri Kl, j= 0,1,2,, (5.8.4) 
则 引 理 5.8.1 RACORE SSC bk, WRORZ, 则 有 正 数 a ME 
整数 了 使 得 z 之 一 a ,nn 写本 因此， 
En = lp H Ply CA E Pye NÆ. 
选择 M 1818 N+ Meg Ae 
TN+Mrtir = INi Metir T PN+Me+eetNeMe+(é- De 
K a + ENIM (e-1)r 
< a. 


<— ka + Neme- 
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AS Fix, | 的 正 性 . 

51 5.8.2 引 理 5.8.1 的 条 件 和 (5.8.4) 成 立 ，| .x | 是 {5.8.1} 
Wine IE, iz} (5.8.2) eM, RAR n <0, Az >00, H 
lin z, = lim Az, = 0. 


5.8.2 nitt 


定理 5.8.1 引 理 5.8.1 的 条 件 成 立 ，.x, | 是 (5.8.1) 的 最 终 正 
解 , 则 或 者 lm = oo 或 者 lim inir, =0. 
证 明 如果 引 理 5.8.1 的 Ci) 是 事实 , 则 由 
In D Pky ~ Ppor 
HJA lima, = c0. NFR Gi) ARSE, 对 (5.8.1) 求 和 有 
Ys, max 7, < oo . 


me oO. $F 


由 (5.8. 3) 可 知 liminfx， "0. HE HE 
当 1p,! 是 无 界 时 ， 定理 5.8.1 的 结论 不 成 立 . 例如 方程 
Air, — nfn 一 l)xz,-,) +2 max r, = 0 
ARIA. 
如 下 结果 是 显然 的 . 
定理 $5.8.2 引 理 5.8.2 的 条 件 成 立 ， fxr, 是 (5.8.1) 的 最 终 正 
FE. lim infr, =(). 
定理 $.8.3 如 果 有 正 数 Hg 使 得 
DS r =P, Gg, Se. nO, 
网 (5.8.1) 的 最 终 正解 2, | EAB limar, = © a lim, =0 
WEAR 如 果 引 理 5.8.1 中 的 (i) RY, 日 然 有 lim x, = co. 如 果 
Ci) BRE AL fa, | CREE WA FF fn FF yf 
n(itl)—nli) >O, -ii 7 O>O, § = 0,1,2,°5, 


$5.9 oid - 231 - 


如 同 定理 5.1.8 的 证 明 , RITA 


Ce 
` 
` Fr MAX xr, S, 


n= nih mo set 
5 ob 
m miito 
Sg, max 2,22 2, Dy G max x 
anit) #77 /=J 1= ot) T passa 
> Siglo + 1) = æ, 
7-1 
这 是 一 个 子 盾 EB. 


定理 5.8.1 和 定理 5.8.2 对 (5.8.1) 的 最 终 负 解 可 有 类 似 的 结 
果 , 但 是 定理 5.8.3 对 负 解 不 成 立 . 例 如 方程 


Alr, — Arpa) +2 MAX x = 0 


Ay RE A ie, | = 1-27 4+ C- 1") - 2 "i, EWE 
lim infr, =- oO, lim supa, = = 0, 
定理 $.8.4 定理 $5.8.3 的 条 件 和 {5.8.4) 成 立 , 则 (5.8.1) 的 
最 终 正 解 1z，| 满足 lm 六 =(). 
定理 5.8.4 是 显然 的 , 但 是 它 对 最 终 负 解 不 成立 .例如 方程 


A(x, 7 Ln-2) + 3 max r, = 0 


4 n-an 
有 解 i 一 1 一 {一 1)* 一 2 ”|. 
最 后 , 定理 5.8.1 至 定理 5.8.4 均 可 建立 起 方程 
M2, pa) or = 0 (5.8.5) 
ABAR. 这 些 结果 对 (5.8.5) 的 所 有 非 振动 解 都 是 事实 , 证明 
完全 类 似 . 


$5.9 # ic 


$5.1 由 Xie, Zhang 和 Cheng 在 [101] 获 得 . $5.2 HEA [102] #0 
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[103] ，Zhang 和 Cheng 利用 Riccati 技巧 获得 了 $5.3 DAR. Spit: 
部 分 由 参阅 了 Lalli 和 Zhang A107]. §5.5 由 Li Al Cheng 在 和 108] 
中 建立 .定理 $.6.1 各 定理 5.7.1 可 在 [107] 中 找到 , $5.8 的 内 容 是 
由 Zhang 和 Cheng 在 [110] 中 建立 ,it04],[105] 和 [1091 主 要 考虑 了 
具有 非 线 性 中 立项 的 差分 方程 ， 
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$6.1 四 阶 差 分 方程 的 分 离 定 理 


本 节 将 考察 四 阶 差分 方程 
My, + Ppa = On = 0,1,2,..., (6.1.1) 
FER jp, | RIE SRI). 
方程 (6.1.1) 可 以 写成 
Yara T Anaa + C6 + Paia) Yna T Aypa ta = 0. (6.1.2) 
He, (6.1.1) 解 的 存在 性 与 唯一 性 是 显然 的 . 


6.1.1 ŽA 


it {FEE ME la,ati, e, bi LAHAR. BR, AE Ce, 
TED 1 ak Sb | FEA OF aE A, MAR Etla, Sla) la 
t+1,Aat1)) ,6 一 1 一 站) 与 (8 ,fF(5)), 则 构成 一 条 连续 的 
曲线 C2). SR, IRER Ca OIA PR) = fle) POMS AI 
为 fA 名) 的 结 点 . 

WR rele k +1], Er =k+1: 如 果 sEfk,k+1], 记 s- = 
kit tefl Re) GR, MURA f(z 40, Fr 0, BTR 2 Efe) 
的 简单 结 点 ， 

如 下 的 事实 是 显然 的 . 

5E 611 点 (zy try 和 (0,.0) 共 线 的 充 要 条 件 是 
zl32 一 2231=0.zly2 — 229, >0 4AM 40,0, 1) C2,,9,,0), 
(xy 9 人) 满足 右手 法 则 R 
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定理 4.1.1 fAle 是 定义 在 相 邻 整数 集 的 函数 ,如 果 对 某 一 < 
有 
fle +1) >0,fCc) EO,gtc+1)>0 
R. 
glc) etl- gtc + Dfe SO. 
则 g(t 在 [r,c +1) 中 有 一 简单 结 点 ,其 中 xr 是 7( 有 在 [ce,c+1) 中 
的 结 点 . 

WEAR aC Ce + 1) ge +1) 在 第 一 象限 .由 引 理 6.1.1 可 知 
Cleo) ele Ee ll, y) lor >y]. FR EL c +1) PAH 
一 的 零点 .证 毕 . 

如 下 结果 是 Rolle 定理 的 离散 形式 ,证 明 省 略 . 

引 理 6.1.2 如 果 对 某 一 整数 N, f(x) 有 两 个 结 点 ;和 和 +: 满足 
t>N>s, 则 Af(E) 在 Ls? -1,2* 一 1] 中 至 少 有 一 个 结 点 . 


6.1.2 二 阶 差分 系统 


考虑 差分 系统 
fx, 一 一 Py i ¥n+1s 
2 (6.1.3) 
A Yan = went n= 1,2,°*:, 


(6.1.3) 的 一 个 解 是 向 量 序列 2, = (rm BR, vy, 满足 (6.1.1) 当 
BILL yn- In) = (xs) 满足 (6.1.3) 式 . 
i x, = (zy) 是 (6.1.3) 的 非 退 化 解 , 记 ， 
WN) = th = Ta = Thy — ÅT. 
于 是 , 由 引 理 6.1.1 直 搂 可 知 如 下 结果 ， 

引 理 6.1.3 w=0 当 且 和 仅 当 (0,0), Can, a) AB ayers divs FE 
线 . uy >0 当日 仅 当 (0,0,1) (ays) A ani. we OSHA F 
法 则 . 

我 们 应 当 注 意 到 
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Ben = tii’ Yn — Sid’ x, 
= rut pn = 1,2,3,.... 
Ap, 的 正 性 可 知 ,zw HIH H Aw, =0 当日 仅 当 = ,1=0. 同 时 由 解 的 
非 退 化 性 可 知 Aw, 不 会 在 相 邻 两 点 为 零 .于 是 有 如 下 结果 ， 

定理 6.1.2 u 不 会 上 8 相 邻 三 点 为 零 .同时 , w, 除 可 能 有 相 邻 
两 点 相等 外 是 严格 增加 的 . 

定理 6.1.3 如果 ww=ww41==0, 那 乏 对 任意 1E[N,N+ DA 
(20. 

AN, BAH w570, 而 由 已 知 有 wy, ,=0.2%5 z, 非 退 化 矛盾 . 
H up AO BE E Crp, es Cte tet) AC tn BAR AE. 这 时 
由 定理 6.1.2 的 后 半 段 可 知 如 下 结果 : 

定理 6.1.4 设 z(zrw) 是 (6.1.3) 的 非 退 化 解 ， 则 启 量 (z ， 
Vy? ; (x, sty) MICy, Wnt 由 不 会 在 两 个 非 相 邻 点 为 零 . 

如 果 这 些 向 时 之 一 在 n = NTE, Ms, Aly, 的 结 点 在 
[1,N 一 人 和 CN 二 2,oo) 是 简单 结 点 . 

BJ Æl, FEKE e 是 (6.1.3) 的 非 退 化 解 .2 (7) 可 以 利 
ARERR G) OOR. 由 2(1) 的 连续 性 可 知 6(z) 也 是 连续 
的 ,这 时 , WEA ww>0, 由 5 引 理 6.1.3 可知 9(t) 在 [N,N+1) 单 调 
增 可 ,归纳 可 知 , WR kM, e, N 时 toy >0, 刚 602) 在 [M,N+11 
十 严格 增加 . 

设 志 =(z6534) ,下 二 (wa,) 是 (6.1.3) 的 两 个 解 ,它们 的 线性 
组 合 是 


H, = oz, + BE,. 
通过 直接 计算 可 知 
Ala, A + ar — ty Av, ~ wh Ar ] 
_ (6.1.4) 
一 Alr + Yalin] T 下 me+l 一 rzn+1] 一 0, 
wn, H) = awla, z) + wln, E) + 
(6.1.5) 


a8 wi +1 十 HnYa+L a Villy +L T Untna 1) 
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定理 6,1.5 Wr, = (aps W) Fp = (a, uy) (6.1.3) EIB 
解 .如 采 有 wE (1,480.0) P GOM POC ER, 则 有 非 退 
WERT a, EIG H, = oz, + BF, 是 (6.1.3) 的 解 旦 满足 Hu) =0. 
如 采 附 加 条 件 P 40, F 40, 002) Ao C2) SPE = AF, 的 
WAH PE AE AC) -~ oe = nr, WAC D'a < 0. 
证 明 如 果 u) =0 或 HC(y)=0, 我 们 选择 a=8=1. 和 否则， 
代数 系统 
fax (Cp) + Bar{ nu) = 0, 
J ayy) 1 BP Ce) = 0 
AAR CHR (a, 8). SER, 是 (6.1.3) 的 解 日 满足 HC.) =0. 
注意 到 a8<0 AAR t utl) DO we VP Cpl) >0.M 
而 当 O(n) -o( planner MAC - 1)"a@<0. HEHE. 
定理 6.1.6 Brn, y) E (6.1.3) OR, MAN BIER, S 
n=NEM-}, X, 5ayiM- p Y= memo WON, 各) 对 了 = 二 1,2,…， 
N+ MM 一 1 满足 方程 
JÆxX, = — Pein iNiats 
WY, = Xar 


6.1.3 单调 定理 


B z= (zr ,%) 是 (6.1.3) 的 非 退化 解 ,R(1) 和 9(1) 分 别 是 它 的 

TBA o, Oy 是 实数 使 得 
Rls) = 0,R(e*) = 1,8@€0) = a. 

这 时 称 (6.1.3) 的 解 am 为 (ec,60) 解 . 易 知 ,这 样 的 解 存在 并 由 5 Fil Gy 
唯一 确定 ,由 引 理 6.1.3 TA wlat -1,z)=0. 同 时 ,由 定理 6.1 3 
A wlat 2) >0. FE, kot i wlk, z) >0, 

定理 6.1.7 设 

zilan) = (a(n) y(n) gla) = (rla), fn) 
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分 别 是 (6.1.3) 的 (o, 抽 ) 和 (go, 抽 ) 解 ,91(1) 和 外 (7) 分 别 是 其 辐 角 
PEK. 如果 对 基 一 整数 zx 使 得 
mm C Q 0 < Cm + Le. 
mj 20 时 
mr < (m+ idx (6.1.6) 
R.. 
证 明 Elo, o" JA, g(r) = 6, dilg, (6.1.6) Ror. 
有 El ra +1) blc) =6,(¢) + mr 或 者 ,那么 点 “0c Al 
zc) RU A DEER. 由 定理 6.1.5 FY RH 43 GEIE th RE Ca, B) ER 
2(2) = aln) + Po(n FE (6.1.3) 的 解 且 满足 2"(a)=0.5-FE, 
ila) =23(a)=0, Mti Lla) =0. FE wla, E n=6' -1t An 
=c ”一 1 处 为 零 . WR c+ -1>o* PRE 6.1.2; ot = 
c > 1, FAFE 6.1.3. FB t€(o* ,go'+1] 时 ,(6.1.6}) 成 立 .最 
后 ,如 果 有 dS (o* +i, œ] 2,(4) = Old) tmr Be G,(d) = 0 
(d)+ (m+ 1)7, 类 似 可 证 (6.1.3) A HO ME wl ot .H)=0,e 
(oe ~1,H) =0. 这 了 矛盾 于 定理 6.1.3. 证 毕 . 
定理 和,1.8 zi1(n) 是 (6.,1.3) 的 (o ,01) 解 ,9,(7) 是 其 辐 角 函数 ， 
x2() 是 (6.1.3) 的 非 退 化 解 , 892(2) 是 它 的 辐 角 函数 ,如 时 wel + -1, 
22)220,t€la,a7 Jat 
Gi t+max< hlt) < A + (mt ide, 
W >s 时 有 
OG, + ma < hlt) < A(t) + im + Dr. (6.1.7) 
WEA HA cE (o* 00) RIE (6.1.7) 不 成 立 .由 定理 6.1.5 可 
知 有 数 对 (a , 8) 满足 PKO H eln) = aln) + Bol nH 2c) = 
0. FÆ, wlc -1,2)=0. 9 (6.1.5), 
wla- 1,2) > aBlay(a*— 1)ylet) -ter- Lazo") ]. 
而 
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ro -0r(to) > O,40(67) > 0,y (67-1) > O. 
这 与 定理 6.1.1 了 矛盾 , 于是， 
wo 一 1zy>0adce l,z) = 0,.2c) = 0. 
这 天 盾 于 定理 6.1.2 或 定理 6.1.3. 证 毕 . 
定理 6,1.9 mÆ TERR, 2) (2 FE (6.1.3) FC 0), 2202) 
是 (6.1.3) 的 解 ,满足 wm ,zz)<0 晶 对 某 一 整数 有 
an € hlm) < €n 4+ lx, 
则 对 于 lem 有 
OU + nn) < Plr) + n+ Dr. 
定理 6.1.9 的 证 明 类 似 定理 6.1.7 和 6.1.8, 证 明 省 略 ， 
定理 6.1.10 xy (4) (6.1.3) C0, 61), 0, (2) Se 
BL zoe) 22 (6.1.3) AEB LAR A E A(t). we? -l,m > 
0,H (eo) =6,+ nn, M] >80 时 有 
(tht an< (2) < OCE) + (n+ l)a. (6.1.8) 
证 明 AM ne =0,0,=0, 由 引 理 6.1.3 Me<r<o HAH 
成 立 .如果 有 cE (ec ,oo) 使 得 (6.1.8) 不 成 立 . 则 有 
z(k) = ezk) + falk) 满足 加 fc) = O,wle™’—- 1,z} = 0, 
于 是 有 
wo — 1,2) = 
Pua’ — 1,z) + aBlri(ot— 1)y(o!) - yo — rt(a')}]. 
XAA OO), Clet -1),92(6* 一 上)), Clot), yat HE, h 
E 6.1.1 AM, rilet- lyla) yla’ Delo’) = 0. 因 此 w 
(ac -1 站 >0. 这 征 一 个 矛盾 .证 毕 , 
ER GL p<n 是 两 个 分 离 的 正 整数 ,zi(&) 和 zak) op Hl 
Æ (6.1.3) 的 (m2,0) 和 (x,0) 解 , 则 y(n) = -y (m). 
证 明 由 (6.1.4) 知 : 
rR) 2 + 1+ yy CB rk 1) ~ wrk yi lk + 1) - (Rak +1) 
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恒 为 常数 , k= mm Fk =n 代入 上 式 则 有 结论 成 立 .证 毕 . 
6.1.4 分 离 定 理 


对 于 (6.1.3) 的 一 个 非 退 化 解 z(*), 其 对 应 的 辐 角 肾 数 或 者 在 
[1,eo) 上 严格 减少 ,或 者 在 11,T* -1) 严 格 减 少 ,在 [T+ -1, 芽 ) 和 
[TT ] 分 别 是 常数 , EIT ,se) 严 格 增加 , 因此 , 连续 运动 必然 交 
BFR ry 轴 ,TE[1, 吕 0) 可 能 例外 . 

定理 6.1.12 (x(k), yk Æ (6.1.3) 的 非 退 化 解 , 则 xz(&) 和 
YI) 的 结 点 是 简单 的 且 在 [1,se ?互相 分 离 ,TE [leso ) 的 某 邻 域 可 
能 例外 , 邻 域 的 长 度 最 多 是 2. 

定理 6.1.13 aOR zoe) (6.1.3) “REA. HR 
yi Ck) Alyse) 4E— ASB BR N AN + l iA , 则 vi Ck A yk AY 
结 点 在 [1,N -1] 和 [wn + 2,0) GAS. 

正明 出 定理 6.1.4 知 (和 (8) 在 [N+2,co) 上 的 结 点 
是 简单 的 .如 果 敦 盾 , 可 设 CR 在 [N+2,co) 上 有 二 相 邻 结 点 v 和 
pe BR ot Sp (40. Bp 是 简单 结 点 , 则 有 oE l, v iiS 
rila), ya), ala), 8 (a SEER. dat HE 6.1.5 FIA x(k) = azk) 
+ feo( kA Pa) =0. AE, wlo* -1,z)=0. 将 

MON) = yN) = YN +41) = w(N +1) =0 
代入 (6.1.5), WA wON,2) =0, BIE REN +2 Bt wlk, z) >0. F 
慎 于 wte ?一 4,z)=0.[1,N 一 1] 上 的 情况 类 似 可 证 .证 毕 . 


$6.2 ”四 阶 差 分 方程 的 正解 
本 节 继 续 考 虚 方 程 (6.1.1), 为 方便 起 见 , 我 们 再 次 将 方程 写 


出 
Aty, + Paana = On = 0,1,2,.., (6.2.1) 
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其 中 p, 满足 与 $6.1 相同 的 条 件 . 

出 第 一 节 知 识 可 车 , 方程 (6.2.1) 或 者 上 所 有 解 振 动 , 或 者 所 有 解 
非 振 动 .因此 , 有 必要 讨论 (6.2.1) 非 振 动 解 的 性 质 与 存在 性 . 首先 
给 出 的 几 个 定理 是 对 一 般 解 而 言 的 . 

定理 6.2.1 Riy, | 是 (6.2.1) 的 解 ,定义 

Fl yn) = yd ~ Ay A Y, (6.2.2) 
则 FG EI. 
WEAR 对 (6.2.2) 求 益 分 , 有 
AFC) = yd y, - (Ay? 
=— Ppa — (Ny, 7 <0. 
证 毕 . 

由 定理 6.2.1 TH F(y,} 最 终 是 单 符号 的 . 显然 ， 对 于 退化 解 
二 0 ,了 (yy ) 寺 0. 如果 (6.2.1) 的 一 个 解 满足 Fw 20, RIE 
为 1 一 型 解 ;如 果 下 (yw)<0, 称 其 为 I 一 型 解 . 

ll -型 解 显然 存在 , 例如 满足 $= 二 0, ,1=0 的 (6.2.1) 的 非 退 
TOF ty, | .这 时 必 有 FF(y)=0. 因 此 ， 由 定理 6.2.1 可 知 n>k 时 
F(y,) <0. I- QRH, 我 们 看 如 下 结果 . 

定理 6.2.3 方程 (6,2.,1) 存 在 非 退 化 I — 型 解 . 

证 明 iia, ody), lo} Ale, | 是 (6.2.1) 线 性 无 关 解 , 则 对 于 
任 一 组 数 a? i =1,2,3,4, 线 性 组 合 


un = ata, + aby, + aF zp + ade, 


J 
是 (6.2.1) 的 一 个 解 .选择 eg 使 得 如 = = 0, (a? Xr = 1. 4, 
l 


A, =lat aF, a3 ag), W A, =1, 因 单位 球 在 RSE, 则 4 
ARRFFI, An 一 A = (@),42,043,04) 且 

aÏ + a$ + a3 +a? = l. 
令 
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U, = limay = a + 42%, + a3 + ast 
显然 , | 是非 退 化 解 ,下 让 u, 是 1 ~ 型 的 . 
否则 , HA rr) <0 Stan, 因 ueu TEA Fu) 
Flu) <0. 因 此 有 六 使 得 ;> Nim, >r A Cue) <o. A Fw”) 
=0,F 00 )<0 M] m, >r Ot FC) <0, 得 出 矛盾 .证 毕 . 
定理 6.2.3 ”如果 ju 是 (6.2.1) BST 一 型 解 , 则 


D ? < 00, X Pya < oo, STAN, < oy 


limA’y, = limA’y, = ü, 
证 明 ”对 (6.2.2) 求 差分 , 有 
AF, = AF (yp) 一 一 Ppa ~~ (Ay). 
从 7=1 到 mm 一 1 求 和 ,有 
He 一 上 mai 
0 < En = Fi E ba > (Aye. 
t--1 了 一 
于 是 就 有 
> (Ay, 7% < 00, Spy? < oo, 
注意 到 Ay, = Ay. Ay BAIN (Ay, Poo, 显然 成 立 .证 毕 . 
定理 6.2.4 设 iy,| 是 (6.2.1}) 的 最 终 正 和解 , 则 最 终 有 
Ye > D, Ay > OX y, > Oy, >0,My, <0 (6.2.3) 


W > 0,Ay, > ON < 0,8 y, > 0,Aty, <0. (6.2.4) 
证 明 HY (6.2.1) MI Ay, <0. Ay, >0 显 然 成 立 ,否则 有 lims, 
= — 0 HE — PH, ARAA Ay, <0, 或 者 有 Ay >0. 
H Ay <0 Mt, RI BRA Ay, >0. 则 16.2.4) 成 立 .如 果 Ay, 
> 0, TERRI Ay, >0 这 时 自然 有 limAxw =. EH. 
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EI 6.2.5 yn Æ (6.2.1) 的 J -型 最 终 正 解 的 充分 必要 
条 件 是 (6.2.4) 式 成 立 ， 
WEAR 如 果 | 1 是 (6.2.1) 的 1] -型 最 终 正解 , 由 定理 6.2.3 
AEZ. HR. 相反，(6.2.4) 成 立 , 自然 有 Fy, )30. 证 毕 . 
定理 6.2.6 iy, [dt (6.2.1) 的 了 -~ 型 最 终 正 解 当 且 仅 当 
Dy (Ay) < o, (6.2.5) 


证 朋 ROS y, | RE (6.2.1) 的 工 -型 最 终 正 解 , 由 定理 6.2.3 
郑 (6.2.5) 成 立 . 相反，(6.2.5) 成 立 ， 则 有 (6.2.4) 成 立 . 由 定理 
6.2.5 知 结 论 成 立 , 证 毕 . 

定理 6,2.7 ily, E (6.2.1) 的 最 终 正解 ， 则 


Tima? yy, = lim $E 有 限 
TEAR RA NPE n>N 时 ,>0. 对 (6.2.1) 求 和 四 次 有 


Iaa + DO (Ca = j + 3) Eede 
J=N 


一 (2) 
= Yna + Adwana — N+ 2) 4 A Yni (ni Nta” 


_ {3} 
+ Syy ENEIT (6.2.6) 
记 上 式 等 号 右边 为 Ro, W 
lim — 6R, 3 
lim GN + 3 = Ayy. (6.2.7) 


于 是 
6R,< 69,44 + (n = N +3) Sp ays 
JSN 


= OM + Cx -N+ 3} Ayy 一 Aya). 
FA (6.2.7) a] 
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台 4 


lima’ May Se = kimin 7 TN G4 3) 


选择 m WEN €m n, (6.2.6) 0 


= G . x 
OR, == 64,44 H1 ` Ca 一 了 十 3) P 23-2 
wo 
=? O¥n+4 + (n = m t DOA yy = LSAVD E 


两 边 除 以 ( —N+3), MA 


Gy a4 
Any = limsup — ， 
Fmt == am (n -N+ 3) 


6y 
. 3 E ate 
limA’y, 41 2% limsup (nN + 3 


证 毕 
36.3 非 线性 四 阶 差分 方程 


本 节 中 将 考虑 非 线性 四 阶 差分 方程 
Ara) AFO + 2a) = On = 1,2,3,4, (6.3.1) 
Stir, || 是正 数列 ,rc 是 定义 在 10,1,2,… 上 | ERA A 
满足 lmr(n)= 00, f 是 定义 在 12,3,4.. .|xR 上 的 实 值 函 数 且 关 于 
第 二 变量 连续 非 减 ,对 尼 宇 2,y 隆 0 时 , WY(k,y)>0, 另 外 ,关于 要 


REES =o. 


如 果 对 于 固定 的 之 2, 当 y>0 mt, AY es y 非 减 ,而 当 
y<0 时 非 增 , 则 称 (6.1.3) 是 超 线 性 的 ， 而 对 于 ea > 1, 
FRY) | yi sg > 当 y>0 时 非 减 ,><0 时 非 增 , 称 (6.3.1) 是 强 超 
线性 的 ;如 果 CR) y 当 y>0 非 增 y<0 非 减 , 则 称 (6.3.1) 是 次 
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线性 的 ;而 对 于 0< p<1, Ak lasm y 当 y >0 非 增 , 当 y<<0 非 
减 , 称 (6.3.1) 强 次 线性 的 . 

ETE n 2 min!0, infor DO FRB] |v, | 24 no 满足 
(6.3.1), 称 它 为 (6.3.1) 的 一 个 解 .如 果 (Sn t+ 3, (6.3.1) BEAD 
存在 唯一 性 是 显然 的 . 砍 则 ,我 们 假设 (6.3.1) 满 足 解 的 存在 唯一 性 
EM, 


本 节 中 ,如 于 的 一 些 式 子 也 将 被 采用 . 
(H) Nir, = 2, 


(Ho) v >O0, R22, f(k, v) >0, 
(H3) x! ool fC+, y EE: y0, k2, yk, y) DO, 
(Hi) R2, Ak, KF y IER. 


6.3.1 一些 基本 引 理 


让 先 给 出 一 个 离散 的 L'Hospital 法 则 ， 
引 理 6.3.1 Riu} Aly, ESBS GRRE y, Av >0. 


如 果 
lime = co , lim SY = ç 
$ keo ÑU 
则 
ip 


其 中 < 可 以 是 无 穷 大 . 

引 理 6.3.2 ROAR | oe lao a ETTR TKO BOIRE; k A, Ae, > 
O), DU | ecg) AY Ans | FEAR BR AO 5 OF | teg ERE AA G PERR IRS , 
Wi Au, ERR. 

引 理 6.3.2 的 证 明 比 较 简单 ,这 里 省 略 . 

引 理 6.3.3 设 (6.3.1) 是 强 次 线性 的 . 如果} 1, vj, fey, | 
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ly, t a >N 时 是 正 数列 ,对 某 一 正 数 ec,0< pp S1,u, Say, 


x 


Uy DE ugy 2 wf +2,u,), 


:=n-l 
则 
S uufi +2, cur) < o, 
i-N 
证 明 设 


B, = Vvfli+2,u) ,nN. 


因 (6.3.1) 是 强 次 线性 的 , 则 有 ?7,0< <1, 使 得 fy)/|y|?sgn y 
在 (0,ce) 非 增 , 由 中 值 定理 有 
一 AB ?= 一 (1 -7)STIARB < E< B. 
因此 ， 
- ABTS (1 — 7) By, f Cn t lrun) 
= (1 — p) B; hh- yu, Afina + 1,z,,-1) 
之 《1 - P) By Moi pn y ten 1 Bs 1) cuy- Wn + 1, cow-1) 
= (1 — ge Wp fn + 1, cup) 
21 — ge hip Fla + 1, cry). 


对 上 不 等 式 求 和 , 则 有 

0 > BE? > BP > (b= pe uses SU + haga). 

ri 

证 毕 . 

引 理 6.3.4 (6.3.1) 是 强 超 线 住 的 ,1w ,| wj , leu} BUA 
n >T EERI SHE —IER cA, elo uau, H 

Un oe Ane afl + 1,w,). 

则 
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Salli + 2,cw:) < oo” 
iFH 
A, = Sofi + 2,u)on > T. 
由 (6.3. 1) 的 强 超 线性 性 知 ， 有 o>1, 使 得 让 ',y)/y FEO, ©) 
上 非 减 .由 中 值 定理 可 知 
7° = (a DE "AAA, < Ê< Apa. 
因此 
— BAN? 3S (6 — DAS uf(n +2,4,) 
= (a ~~ DA wal u, fin + 2,4, ) | 
ot (5 -= DA Fit l Atina "(ee ) fn + 2, cw) 
= (a ~ ljun e f(a + 2, cup) 
= lo — lua, Fn + 2, cu). 
求 和 则 有 
co > Ap? ~ Al * Sle - 1c? Sagat + 2, cre, ), 
证 毕 . 
类 似 于 $6.1, 方程 (6.3.1) 等 价 于 方程 组 


A y — nr] 
j Fatt (6.3.2) 
Az, 一 一 flr 十 Ls 3 Ti) 


6.3.2 关于 (6.3.1) 的 最 终 正 解 


由 本 章 第 二 节 的 讨论 ,方程 (6.2.1) 的 最 终 正解 可 分 成 两 种 类 
者 .方程 (6.3.1) 的 解 也 有 类 似 的 结果 . 
518 6.3.5 BCH) FC Hp) RLY, 1y 1 是 (6.3.1) 的 最 终 正解 ， 
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WY} x,2,As,Az, | 非 振动 且 Ay, >0, Az, >0 最 终 成 立 , 其 中 % = 
my 1 由 (6.3.2) 式 定义 . 

证 明 : 由 iy BEE, RECH KR (6.3.2) 式 可 知 Ae, <0. H 
引 理 6,3.2 Az, | A Ae, HERS. (6.3.2) BI A’ y, | 非 振 动 ,上 表 
由 引 理 6.3.2 Ai, | 各 1Ay1 非 振动 .所 以 推出 结论 : | y,2, Ay, Az, | 
非 振动 . 

Ac, RADHE. EWA N 和 a 之 0 使 得 nn 宇 N ATR Ac, < 
~a, THA 

Zi ww alr tl- N) DN. 
因此 


zy T 
Ary, = tl 4 (B4n—n-1)n BN, 


mon 
atl Pati’ @ 


no om, | 
Aviat = Ayy tad) N N-k-li,n©N+l. 
bow TRHL | 


由 (Hi 可知 ,limAy = 一 oo. 这 矛盾 于 yn >0 最 终 成 立 
接 下 来 证 明 |Ay i! 最终 为 正 .有 两 种 情况 .首先 考 虚 1z | 最 终 为 
人 负 , 这 时 由 (6.3.2) 知 Ay, <0 最 终 成 立 .利用 引 理 6.3.2 有 Ay, >O 
最 终 成 立 .其 次 考虑 n >0 最 终 成 立 . 注意 到 Ae >0 因此 有 M 及 
之 0 使 得 nM WY, 24,2. 由 (6.3.2) + 则 有 
> (i+ DB < > 【了 + Day, = nAy, — MAY — Ya + ayy. 
1-i r= Af 


Pitt 
H(A) AYA, lim Ay, = 00. BP} Ay, | 最 终 为 正 .证 毕 . 
在 人 5) 和 (有 2) 成 立 下 ,(6.3.1) 的 最 终 正 解 1y 1 有 两 种 情况 
Ya > 0,Ay, > OM >0,A(7,,,A2¥,) >0 (6.3.3) 
和 
Ya > 0,49, > OAY, <0,AG Ay) <0. (6.3.4) 
如 果 ioo| 是 46.3.1) 的 一 个 最 终 正 解 .显然 有 c >0 使 得 y, >c 最 终 
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成 立 . 男 一 方面 ,对 (6.3.1) 从 充分 大 的 N 到 一 1 求 和 各, 则 有 


My, cE + entl) 
Tatl Frat 
i-1 -1 :-i 
%.<A+Bn+ BSS) 1s PS NaN (6.3.5) 
i=Ngam "2+1 Fy+1 
=AtBn+E S GD, On GN) 


pA i = w+] 


其 中 4,58,A,B,E 和 下 是 常数 . 令 
T(N) = SHNA S AGN yw 


1N JN Publ = N=] 
(6.3.6) 
k -1 
Y, = D0) = Sy + = > = Di nel. (6.3.7) 
k=l:=1 Fi =| 
显然 ， 
六 = + = AZ yr — atl 
ý r=1 Fi , j Faal ' 


DIN) £7,000) = Pn NO. 
这 样 ,由 (五 ) 和 (3.6.5) 可 知 ， 


a—l os 
1<T,(N),2 < DN), 2 = <T,(N) 


对 于 所 有 大 nn 成立. 因此， 
» SE DT, N) S< DF, 
最 终 成 立 ,其 中 品 是 某 一 正常 数 , 于 是 有 如 下 结果 . 
引 理 6.3.6 (H DAELE, |y, Æ (6.3.1) 的 最 终 正 解 ， 
WAER a 和 BEB ey pw, BAR, 由 《6.3.7) BY. 
我 们 称 正 数 a FE (6.3.1) RAER | y, | 的 渐 近 常数 ,如 果 满 足 


limy, 三 ai 如 果 有 正常 数 8， 使 得 lim "= By 则 称 1y, ENE P.. 
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nn a 一 一 一 


引 理 6.3.7 IR(H ) 和 (于) 成 立 , 1 是 46.3.1) 的 最 终 下 
fee. MA N 使 得 
y ET NAG Ay, DEN, (6.3.8) 
其 中 TT,(N) 由 (6.3.6) 定 义 ， 
证 明 ”由 前 所 知 或 者 (6.3.3) 成 立 ,或 者 (6.3.4) 成 立 , BOR 
(6.3.3) 成 立 , MA N 使 得 nw 宇 N hf, Ae, ea 一 NN 二 Aw 之 0., 十 
是 ， 


因此 
+ 
Ry et Ae, nN 
Fail 
n-l 
Ay, = ENA nN 
-N i+] 


a-] -I à 
on > D INT he, STON) As- > D, (N) Ar. 


WRS N nN 时 (6.3.4) 成 立 , MT, (N) 莱 (6.3.2) 的 
第 二 式 并 求 和 


a l 
0> Dd Tai (N) Ag, 
I= 
. 
= T(N)Azg llon- >) AT CN) Az, 
1—1 


n- rl à 
= T,(N)Az, -X DAt 1A, 


1=N I F+ 


r-z ， a-l . 

AN+l1 |, yi- N 
=T,(N)Az, — >) z lnt >) ~ 

j-N atl r=N r 


_ T -N+1 E . 3 
= DNJA = >, ~h t SG 一 NYAS X-i 
J=N r= 


Fi+l 
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n-l 
> P(N) Az, + > G ~ NAy, 
f= 


= MENJA + (7 — N)Aw, 1 VN - SI ds, 
= DNJA, + Cn 一 N)AY,_] — Ya t YN 
z> TaN jA, ~ Mae nN. 
证 毕 ， 
定理 6.3.1 方程 (6.3.1) 是 超 线 性 的 或 者 是 次 线性 的 , H) 和 
(Ay) ae, 则 (6.3.1) 存 在 渐 近 F, 解 的 充 要 条 件 是 
> ACG + 2 cP)! < %, (6.3.9) 
其 中 ce FESR HW, W, (6.3.7) MX. . 
证 明 设 iy,| 是 (6.3.1) 的 最 终 正解 且 有 8>0 使 得 lm 六 =p. 


FEA N 和 a ,a 使 得 

di Wren) Sein) SE a n ÆN. 
如 果 了 是 超 线 性 的 , 则 

fint 2,41 Faen) ctl + 25 Yela) ) 


ay Potni Meta) 
fa + 2, Mein) )= ae) f(n + 2,24; Wn) =f n 十 2,41) ), 
Qi Prin) 
(6.3.10) 
如 果子 是 次 线性 的 , 则 
Yilan) 
Fin 4+ 2, ¥rtn)) = a Wn + 2,42 Fita) 
> fn +2, aa Pun). (6.3.11) 
2 


7s—Fi H, 由 引 理 6.3.5 知 Az, >0 最 终 成 立 . 于 是 由 (6.3.2) 知 
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0 < Az = Aznar — iG + 25 Yan 
从 而 有 加 
Dn tÈ, Ya) SS Arye, <, 

H (6.3.10) 或 (6. 3. 11) 可 知 

DA + 2 in) E. 

相反 c >U 时 ， 设 (6. 3.9) 成 立 .如果 (6.3.1) 是 超 线性 的 , + p= 

方 ;如 果 (6.3.1) 是 次 线性 的 , $ o= c, BEN EBK, IE n>N 时 
r(n) >0H 

> SG +2, Yam) <4 (6.3.12) 


R M= inf} r(n) | nN :凡是 所 有 实数 列 w 构 成 的 集合 , 在 
其 上 定义 范 数 


lv | 
Il || = su P y? < co ， 


S = Liat E low, Sy, K2e¥,.n SM}. 


BAS 是 有 界 闭 同 集 .在 0 上 定义 算 子 
(Ty), = pW, Mn<N, 


(Ty), = pw + Y, Deas > YFC ) 


k 


+ Seay + div l | SUFU)| 


r=NGeN g=Ni-N i=l oN 


ov, + W, X FG) + by Vink) 


『 一 着 一 二 


| SA ae 
Kor 1 EG) + 5 | 1G), 


了 一 上 


四 一 i 
+ StS 


了 一 站 ti 


Y; 
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HN, (6.3.13) 


其 中 PCR} =fCR Mitac). 
首先 我 们 证 明 TSCS, 对 于 ve S, 由 (6.3.12) Al (6.3.13) a 
(Ty) 22 et, nM. nz 时 有 


qo 


(Ty), < pW, + YF, SFG) + wo FG) 


r—n-l r= hi 


SS a-i- [Si] 


=j i j 


-2 
< pw, + W, >) FU) + v SF FG) + v, SF (5) 


了 一 站 一 一 了 
< pW, + 3W, >) FG) <2py,. 
4- ^l 
设 iy ES, lmy = y, MA 


(DE, = (Ty), ESEA p AGY yin 4) 一 FG, yr-2) ) | 4 
nooo: N, 
于 是 
| Ty — Ty | KR SFG. 9 ) -fG yaa). 
N- 2 


因为 
lim Rs 人) — FU yr0-»)| = 0， 
FG IC 2) — IG y-a | SAPG ,cE 1) ,i > 
由 Lebesgue $2 Hill Ui ok a2 BE By #0 
lim || Ty" ~ Ty fl = 0. 
最 后 我 们 证 明 了 (SS) 是 一 至 Cauchy H. AE, {ER e >0 1 m >a, H 
(6.3.12) 和 (6.3.13) By äi 
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| = 
a oe ic 20 6 Spi 
TH, 有 整数 p 使 得 n,m 之 p 时 有 
CTY), D), 
ye, yt 
这 样 , 由 Cheng 和 Patula 定理 可 知 有 vE SED =y, y 也 是 
(6.3. 了 的 一 个 解 .确实 ， 由 (6.3.13) 可 知 


4 
+ 2, Yen) < = 0. 


a Apa 


E. 


a-l 


on a-l 
Ay, = pAW, + AF, XFU) + DFO AY, +>, 1 SFO), 
ion Pitdjen 
My = pW, + Aw, DFO + DFO) 
=ntl 
+ 1 + We. 
= (+ Dern > a + SUP), 
ntl Fatt rontl Fui l,- 
Alr) = p+ 5 Fi), 
peat. 
AF rn y) 一 一 Fon + 2) = -f(n + 2, Yola 
ATF, 由 定理 6.3.1 可 知 
Re _ . AY, — A ' Tit Ya 
lm g = im ay, lm ay = lim aa 


= lImA( rar y,) = lim! o + > FG. ven) | = e. 
me -ni2 
证 毕 . 
定理 6.3.2 方程 (6.3.1) 是 超 线性 或 次 线性 的 , (HORE 
w, 则 方程 (6.3.1) 有 一 个 解 |y, | 满足 limy, = 天 0 HEERE 


DML, c)| < x, (6.3.14) 


JEF T ERER, c 是 非 零 常数 
证 明 不 失 一 般 性 , 设 i2 | 是 (6.3.1) 的 最 终 正 解 且 满足 lm vy, 
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=. 这 时 自然 有 (6.3.4) 成 立 上 且 有 正 数 bi A b 使 
by) S Mind So, NBN, 


H 
y > 0,2, ZOOM > 0,42, > 0, n N. 
于 是 ， 当 /是 超 线性 时 有 fn +2, 9200) 2B Cn +262), 而 了 是 次 


线性 时 xn 12, dem An +2,62). OTTER FI (6.3.2), 则 有 


才 一 | 


- n-li 
D Poa G + Dod) = DW ea 
i= 


f= 


J 


n—l 
一 一 + DERE, + | | PLN + >， AW 122,49 


ry 


a—l 
! 

=- Wide + Pride + DAW Ages 
r= 


i+3 
243 
3 


一 一 WA] + Wry Aen | + 242 NW 2 |7 NO p 
It 


一 一 Whe 2A 41 + Na Ml + C22 tush Pro 
a-i 

一 > + 3) do Yi+? 
FEN 


n il 

S PNAN ~ Nn AFN 一 ` (i+ 3A yva 
r= 

= 


Fyr N +l- en oA Ty + ON + 3) Aya + Vang. 
De Ae 十 2 .yet < oO ， 
fy 


Defi + 2,8) < œ, 
17N 


86.3 非 线 性 四 脐 差 分 方程 - 255 - 


相反 , 设 有 MON 使 得 对 某 c >0 有 
Vif +20) < F, 


其 中 f 是 超 线性 时 «= E, /是 次 线性 时 a= 8,0 是 形 如 |y,} > 的 
有 界 实数 列 构成 的 集合 并 取 上 确 界 范 数 . 

S= jy E Qla Sin Kan SM). 
显然 S 是 的 有 界 闭 止 集 , 在 S 上 定义 如 下 算 子 T: 


(By = e+ Yar D FGO) + YF 


r=a—l inh 


tnd) X iign DD FG + 1), 


(Tyn) = IDIN n LM. 
类 似 于 定理 6.3.1 的 证 明 , TES 上 是 封闭 的 , 连续 的 和 一 臻 
Cauchy 的 .因此 , THES 上 有 不 动 点 y. 事 实 上 ，y 也 是 (6.3.1) 的 一 
个 解 .这 是 因为 
Ay, = ACTY), 


=- Ffan -1) Pp + AW, FG) + Y, Fn 1) 


isnt 


+n = LD URU ++ Si 


~ AW; Y， FG +1) + A 5 SFG +1) 


j=n-1 和 一 村 了 一 上 


ips), 
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Afr 1&9,) = >) FU +1), 


fort 


NMC Oy.) = Fin + 2) =- flan t+ 2. Ydw). 
AT, y,22a Ay, >0. THE, limy, =p Ela, 2a]. WEF. 


6.3.3 HAER 


这 里 关心 (6.3.1) 的 振动 性 , 其 中 PER AE 
的 ,同时 为 方便 起 见 , $ ger) = mini cla) nt. 

定理 6.3.3 设 (6.3.1) 是 强 次 线性 的 ,( 万 ) 和 (3) 成 立 ， 对 其 
一 0 了 0 有 
D HON | fi+2, CW) | = oo ， (6.3.15) 


i=N 


则 (6.3.1) 拔 动 , 其 中 械 和 和 由 前 定义 . 

TEARS 设 方程 (6.3.1) 有 一 个 最 终 正解 1y,1, 由 3 引 理 6.3.5 可 
H, A NIEI nN By, >0,Ay, >0, Ax, >0.M BRAS iM 
feli >N. h(6.3.2)4 


Åp 之 > + 2, Yey). (6.3.16) 
由 引 理 6.3.7 BA, wn AT 时， 
Yrin) > Yela) = = Pega ON) Zeon) z gla N AZ, - (6.3.17) 
因此 
Yn Teeny ON) DFG + 2, Mey) no M. (6.3.18) 


而 由 引 理 6.3.6 可 知 y, < ETTEI 应 用 引 理 6.3.3 和 
(6.3.18), WA 


Dye (N) 
Hn = Mrin) ss fn = Veo h = Vrs = 1, 
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` oN g +2, BPa) <. 
=N ra; 


这 与 (6.3.15) 亨 盾 .最 终 负 解 可 类 似 证 明 . 证 中. 
注意 到 了 ,y) 在 (0,co) 上 的 非 减 性 ， 则 条 件 (6.3.15) 可 由 


> | Fr + 2,cW p53) | = co (6.3.19) 


RE, 这 是 因为 ， Stn) “= SS Tinio Yetn) SS Mein) 于 是 由 (6.3.16) 和 
(6.3.17) 5) A 


Men Pie (N) X SSU + 2, Vain) ) 


i— 4 


= Eee y, in) X + 2, Ysta) 。 
由 引 理 6.3.3 则 有 
> f+ PW )< 


而 
Te o DMN) 
bgla) te 一 
lim Fitin) = Jim VY, 
_ 。 AT (CN) _ t i +1- 
= lim Tay, = fim Soop = L (6-320) 
于 是 


Dae + 2, BP) <, 
注意 到 rl nn 时 ,g(n)= cn). FE (6.3.20) TB, 条件 
(6.3.15) tF 
Dy | FG +2, Puy) = co， (6.3.21) 
则 由 定理 6.3.1 和 定理 6.3.3 可 知 如 下 结果 
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推论 6.3.1 12 (6.3.1) BR MRA AA) AA) 成立 ， 
rm)<z 最 终 成 立 ， 则 方程 46.3.1) 振 动 的 充 要 条 件 是 (6.3.21)? 对 任 


MESES RK c 成 立 . 
定理 6.3.4 方程 (6.3.1) 是 强 超 线性 的 ，(H) 和 (H;) 成 立 ， 


rinn E EAE F], 
> |fli+2,c)|= oo (6.3.22) 
对 所 有 非 零 常数 c 成 立 ， 则 方程 (6.3.1) 振 动 . 
证明 不 失 一 般 性 , 设 1 是 46.3.1) 的 最 终 正解 ,由 引 理 


6.3.6, WRA N (EI nN 时， 
x, >00, Ay, >0, a >00, A <0, 


FER A yy = o> 0, nN. Mit 
Site Dp Ag = Daa ntl — NA, nN, 
IN rh 


2 _ n+l n—-N+1 
Å Yy 一 A 


atl = Pratl 
N+] 
Ti+l 
j- N+1 
= wy ral 
J 


一 = As AT ON 


AV_ = Ayn + 宗仁 六 二 “A 


n~] 


Wa JN + 2 AzA; CN) 
= 
= T,-1(N) An - DwON Age; 


r-l 
+ DT NDF + 3, yer ) 
i=-N 


> D TANG + 2. yan). 
1— N+E 
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Anx<r(n), WE Ea H 


Yerin) = = TANJU + 2.32037). (6.3.23) 
W RE N InN 时 6. 3.4) Ror, 则 有 


S DaN Aena DN) Agal - 3 AP, CN) Az 42 
tN 


ae SSN Las 


en en Frl 


-5 二 N + PONT, ， |AN 


二 二 | 
a-i . 
yi- N 
+ 7 +2 
fom ! 


a-l . a-l 
>Y A 2 DG -Ny 


n—l 
= {i — NjAy, il N- > AD, 
15N 
= (n — N)AYpi — Ya + INZ Ya- 
于 是 (6.3.23) 也 成 立 . 对 (6.3.23) 应 用 引 理 6,3.3, WE 


> TANF +2,c) < 0, 


由 (6.3.20) 可 知 这 566. 3. 2AT A. WEEE. 
由 定理 6.3.2 和 定理 6.3.4, 则 有 如 下 结果 


推论 6.3.2 (CH, ) AIH) Rw, (6.3.1) E35 48 2 tE R HE 
rinn, WK6.3. DRS TEE RIEE 


DW | five) | = % 
对 所 有 非 零 常数 c 成 立 . 
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$6.4 高 阶 非 线 性 差分 方程 的 单调 解 


Wire) | Poe SRF, 如 果 它 满足 
x(k) >0,(-1)'Atr(2) CO,1l EiCn-1, 
WFR ix (2) i 是 一 个 单调 数列 .例如 下 面 的 一 个 典型 例子 ;: 
x(k) =1-4H7,0< 4 < 1,2 = 0,1,2,.. 
一 般 地 ,我们 有 
Tk} > 0,(Axr(R))” 0,ACPRI (Ar(2))") 0,.…, 

(— DACP,- RA Pra RAC HAD (BR) Ara O 0, 
其 中 y>0, (A), kh [A-a | 是 实数 列 , 我 们 也 称 
满足 如 此 条 件 的 数列 为 单调 数列 ， 

ATP, 我 们 将 考察 差分 方程 
ACP, -1(8 ACD, 2 BAC ACH Ark) 


+ g(k)x"(k) = 0 (6.4.1) 
和 
ACB, RAL Ppa RACHA RN ATE) ))) 
+ q@lkjat(k +7) =0 (6.4.2) 
的 单调 解 ， 其 中 


(Hy) n 是 不 小 于 2 的 整数 ， 
(m) y 是 一 个 正 数 ， 
CHa) [Pi RD pao P2k) koot | -1(8) | 站 0 是 正 数列 ， 
(Hy) (eth) Po AES FI RIA RDO 时 
(—1)"e(k 20, 
(Hs) r EENES. 
| x(k) lÆ.. DRAE, O 
by) (Ar(k))? 


x(k) = tlk) 
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则 有 
x(&+I) 4} (ay 
rík) Pk)’ 
pilk + 1){Ar(k +1)? pyle) (Arle)? 
x(k +1) x(k) 
o pylk t+ Arle +1))” pik + D(Ark + 1))” 
7 x(k +1) ak) 
„bilk + DArk +107 | Pile) ark) )* 
x(k) a'(k) 
_ Pyle + 1) (Arle + DPT _ fatk + ] 
| rk) 


Ar, 下) 二 


ik +1) L 
AC pCR) (Arik) 
+ SS aaaaaaaaalallŘÃaiħiiħiiIaI 
ak) 


ACh Ch CAr(h))") 
a’ (k) 


1 Y 
-e (BS) P= 


_ Palka R)(Ar(B))”) 
x(k) 


xe + 1}. 


x(k) = 
则 


4 Y 
aD i (AT -iaa +, 


AC Pa Ck ACA (ER) Arik ))”)) 
zx) 


[I 


Ari(k) = 一 


Aro(k} = 一 
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记 
D3 RAC PCR AC CR) Ar kO) 
xak) = ~o yra 了 
xk) 
my 


Arm(k) =- ats — IE + awy] ~- lask +1). 


归纳 可 知 ， 如 果 令 
x(k) = (1) PROACP RIAC (Py (CR) (Ar(2)) ).…)) 


x(k) 
l&i], (6.4.3) 
则 有 
1 
An(k) = — Se 一 fi + Rai - RENE: +1), 
l<i<n-2, (6.4.4) 
An 人 = 一 (DC ~ ||1+ (28) milk +1), 
(6.4.5) 
为 方便 起 见 , 我 们 设 
1 x 
H(z, yz) = [1+ (=}"] -], (6.4.6) 


Xi + 


FCs STEET sP Pan Y) = Pa + H(21,71,7)z;; 


láin, (6.4.7) 
F101 E2 Tn 1 P iss Pats y) = H(z, fi; Y)En-ls 
(6.4.8) 


X(k)} = col TI 下 》 ptak), 
Pik) = coli pilk), e, Aak), 


86.4 APAA BRO al fe + 263 ， 


F = coil fist sfa). 

这 样 ,系统 (6.4.4) 一 (6.4.5) 可 写成 

AX(h) + F(X)(R), NER + 1), P(k), y) + Gk) = 0,2 = 0,1., 
(6.4.9) 

其 中 G(k)= col (0,°-.0,(-1)"@ (2) BTA A, 如果 (6.4.1) 有 一 

个 单调 解 , XC RAL (6.4.9). ATT (6.4.1), 我 们 还 需 如 下 

关系 

AX(k) + FCK)(2),X(24+1),P(4),7) + GCA) S0, k = 0,1, 
(6.4.10) 

其 中 向 量 的 序 由 每 一 分 量 给 出 .注意 到 (6.4.4) -~ — (6.4.5), 我 们 对 

(6.4.10) RA, WA 


XG) > (6 AAD FCX(E), X(k +1),¥) + LOE => 0. 


(6.4.11) 
定理 6.4.1 ”方程 (6.4.1) 有 一 个 单调 解 当 日 仅 当 (6.4.117) 有 非 
MAREX) Peo 
证 明 ”我们 证 明 (6.4.11) 有 非 负 向 量 解 X), M.A A 
WA. Bo RETA A tx CR) bog = col ta (CR) mi CR) AR 
的 集合 , EXAT Tor MF: 


(IDG) = DFZ), Zk + DP + ÙG), j SO. 


(6.4.12) 

由 (6.4.11) 可 知 , CTX) GX) 7220. 考虑 序列 X Xo ,其 中 
Xo(k) = SoG ) k0, (6.4.13) 
Xm ík) = CIX), k> 0,m = 0,1,7. (6.4.14) 


由 Hiz, y, z) SER] E 
KRS KS MCA) Se K(k), kOe Sl. 
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因此 有 Y= colfy 9, - E1 
Y(k) = limX,,(2),k 20. 


对 (6.4.12) 式 取 极 限 ,， 由 Lebesgue 控制 定理 , WMA Y= Ty. 
国 为 


aG) = (- 1)" Leth) > 0,70, 


a) See r vk). 
Wt {i+ hy)” yr - tole +D > 0, 
容易 看 出 ,x(0)=1， 
1 
alk +1) = e1 GRR | ao, 


确定 解 1ztR) 是 (6.4.1) 的 单调 解 , 证 毕 . 

作为 定理 6.4.1 的 一 个 直接 应 用 , 我 们 可 建立 比较 定理 . 为 此 ， 
我 们 首先 给 出 比较 方程 

和 (Pr CR ACH, 2 CRAG ACB EHAR Ar 

+ clk) x" lk) = 0 (6.4.15) 

其 中 各 种 参数 类 似 于 方程 (6.4.1). 这样, E H 的 单调 性 可 直接 得 出 
如 下 结果 . 

推论 6.4.1 如 果 p<, ISi<n -1,450 Bp (A) <o(k) A 


(-1)" Sets elt) L O DrD), k20, 


者 方程 (6.4. 1) 有 一 个 单调 解 ， 则 (6.4， 15) 也 有 一 一 个 单调 解 . 
推论 6.4.2 ”假如 1( 一 1)*g()i 林 和 月 设 


Mk) = (2(- I DeD, = 0,1.. 


a Me) bay, De) 
当 7>1 时 , > [1+ esr] EY)? S35 
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当 0<y<1l 时 ， 
rk) 
DEL + G I<, 
a TR) l 7 
而 之 p(k) < 5 l<i<n -2, 


则 (6.4.11) a 个 非 负 解 . 
证 明 令 X(k)= col TCR), TE), ee M 
X() 满 足 方程 (6.4.11) .对 于 lin 一 2， 


SAXE), XU +1), Pk), r) 


- Pe k) DEE A = IP +1) 


t= i(k)” Pik)? 
I rie i T(E) l ro l 
<Pad zE Groy ji za 1 
HEEE Hardy 不 等 式 


aot0,620,r > 1, -b Sn’ Hab), 
a 0, b 20,0 < rl, a -Vw l(a h), 
则 当 y>1 AT 


SCKCRY, XR +1),P(k),r) 


ey TR) oy PCR) 1), Te) ,1 
SFO pk Pw Del 1+ Gey” ey” 


<E- Gtr- 5 = "0), 
4 0< ysl Af 
DAEA + 1), PCE),r) 


<r0)> ae + MG dU + ne J: <I"). 
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DY KEN XE + DPR) n+ (Dale) = 


mo 


EY. 
对 于 方程 (6.4.2), 我 们 采用 相似 的 技巧 , 这 时 (6.4.5) 变 为 
Ar, (k) 


=- (=g) SAD fis (OFT alaaa +1). 


sktl _ rR+c) elkte-1) v(k+1) 
TER) ek +e ~-1) eh +0 -2) a’ (k) 
= [Lt [H(2,6i )o0).7) 417]. 
类 似 定理 6. 4. 1 的 证 明 , 则 有 如 下 定理 ， 
定理 4.4,2 方程 (6.4.2) 有 单调 解 的 充 要 条 件 是 


XO FOX Xk + 1D,P(ED 
+ [T HG), aG), + ee) 

有 非 负 向 量 解 

由 日 的 单调 性 , 还 可 得 到 有 如 下 结果 

推论 6.4.3 MR OSES: 日 (6.4.2) 有 单调 解 , 则 

AC Pat RIA Ppa RAC ACD EAr) 
+ glk) (kh + €) 一 站 

有 单调 解 
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TA, 77 (6.4.1) A RO SRE (6.4.13) 和 
(6.4.14) 定义 的 向 量 序 列 点 点 收 化, 由 此 也 可 获得 (6.4.1) 无 单调 
解 的 定理 . 
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为 叙述 上 的 方便 ,我 们 先 引 人 一 些 记号 . 
N= 10,1,... |,N(a) = la,a + 1,...|, 
N(a,6) = lasa+1,...,b|, 
G = ie: N(k)—N,k C N, lima (k) = oof, 
本 他 将 考虑 差分 方程 
A’yv(k) + p(kR)IF(y(g(k))) = 0, (6.5.1) 
其 中 ,a EEEN, S= +1, pC (Nk), R), EG, FE CIR, R), H 
Ee HO 时 flu) >0,f AER. 
为 了 同 (6.5.1) 比较 , 我 们 也 考虑 方程 
Aty(k) + dg(h) fly(h(h))) = 0 (6.5.2) 
和 
Ayk) + Oph) F(y(k)) = 0, (6.5.3) 
其 中 gO (N(2£),R*},AEG A plea, glen. 


6.5.1 一 些 基本 事实 


首先 , 我 们 通过 应 用 第 一 章 中 介绍 的 离散 Taylor 公式 以 及 定理 
1.2.2 可 得 
n 一 T = i T m 一 — tim) IFT AL 
Auk) > tice la + EERS (— 1)" Atu Ce) 


z`] 
(nm—1)! PAC +a- m o-i- k) Pay (1), 


(6.5.4) 
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EA &ON(a,z),2€ Nla), 0S mn - 1. 

应 用 公式 (6.5.4) 可 有 如 下 结果 : 

SHE 6.5.1 iN iE Be, j ee, fy, 和 
(Avy, [ER SHE ANY, ;有 非 零 子 列 . 如果 0 时 vy AMY, <0, Dl 
MFIENUALN—-1), A | 最终 常 号 且 有 EN(I,N 1) 使 得 
(-1)E l=] JENO, RRT, yAn >0 展 终 成 立 . 7 EN(k+1， 
NN 一 上 时 (一 1 yay 之 0 BA 

引 理 6.5.2 NÆPPE, | y, |! 是 实数 列 目 对 于 jE NI(0,N -1)， 
A RAR HES, yAy, 宇 0 最 终 成 立 , 则 或 者 对 于 jE N(1,N)， 
nL, 20 最 终 成 立 ,或 者 有 有 EN(0,N 一 2) 使 得 (一 1)N*=1, 目 对 
TION, KDA Ay 之 0 最 终 成 立 , 对 于 EN(GR+1,N 一 2) 时 
(一 1)7 4 Ary >0 最 终 成 立 . 

MES 6.5.1 设 y(t) 是 (6.5.1) AS-D, 如 果 有 cEN 使 得 

(IVAR) >O0,0figqa-1leke Ne), 
则 称 yt) 是 超 减 的 ;如 果 有 c EN 使 得 
Aly(k) > 0,02 isa—1,k E NIc, 
则 称 yik EEH. 


6.5.2 ax=2 和 人 =1 的 情况 


定理 6.5.1 koko =O BT p(k) 守 gqg (8) ,gk) 守 hh(k) ,已 知 
(6.5.1) 有 一 个 非 振动 解 , 则 (6.5.2) 也 有 一 个 非 振 动 解 . 

证 明 OE v( ARE (6.5.1) 的 一 个 最 终 正 解 , 于 是 由 引 理 6.5.1 
HAA kiko (HAE Oi Sn 一 1 时 ,Aiy{&) 在 NCA, EBS SAA 
最 大 的 了 GIS 时 Aiy()>0. 注 意 到 ;是 奇数 , Mn 一 1 
设 kok, E RON( Rk.) ACR) SA, AEH 1.2.2 可 知 


el _ fr} 
WR)= ylk) + >, {h = he) fe -AY hy) 
r=] ` 
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+ ema! -TCD 


a ee (TAS), k E NC). 
(6.5.5) 


AH, FREN o, DA, 由 (6.5.4) 的 引 理 6.5.,1 可 知 


an op _ {ry 
asa) = 之 tici ATE yaya) 


pai ŞS 
- Ge Foyt +2n -j — 1 — gyn 1 一 D Ay (7) 


E > cti eb (- 1)? Ay (yz) 


(Qn < “Di Su +2a -j= i A PADR) 


yl ka) + 


1 = 一 
S By poy ta FB BPO Olg), 


于 是 
Ay(k) > 
Qn =; T&C + 2a =g = B= Dp DA yg))), 
k €E N(A). (6.5.6) 


由 (6.5.5) 和 (6.5.6) 可 知 
— .| E ; 
vA) = ylR2) + (Gan 一 pray -i — Gv 


x[ ito + Qn ~j +1- DOD p(w) f(y(e(e))) | 
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nn rer 


Se) + Gaya ay 


x [Mee +2n =j- 1- D2 Vea) fo(h(o))) J, 
ke NIk). (6.5.7) 
现在 来 寻找 (6.5.2) 的 解 w, 它 满足 yD Loly). H 
我 们 定义 序列 如 下 fw k) 2. 
wlk) = y(k), REN(k), 
Wml) = wm(k),& © N(Ro, 2-1), 


Wmi k) = yl ko) + GoDIGNooDi P —2-1)0? 


x [2D (ot2n -il 1)" -Y g(a) flap (ACe))) J, 


k © NC ko). (6.5.8) 
注意 到 (6.5.7), 归纳 可 证 得 
YR) SR) KS mlk), k © N(R,). 
人 S lim wm (k= atk), 对 (6.5.8) BRR, 即 有 


w(k}= y (RR2) + GD — 7-1) 
x DC +2n -~ 7-1-1)! 3% a( a) f(wl(hlo))) |, 
k E€ N(R). 
TR, wlk SE (6.5.2) 的 一 个 解 , 证 毕 . 
定理 6.5.2 eS ey OM g(k)- hlk) DO Aa FR, 则 
(6.5.1) 振动 的 充 要 条 件 是 
Atak) + p(k) fla (a(k))) =0 (6.5.9) 
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振动 . 

证 明 设 (6.5.1) 有 一 个 非 振动 解 , 由 定理 6.5.1 可 知 (6.3.9) 
有 一 个 非 振 动 解 . 

相反 , 设 {6.5.9) 有 一 个 最 终 正解 olk), WA kiko 使 得 OS 
i<On-lit, Aw (RE) 在 NO) 上 常 号 日 设 ) 是 使 得 ;实时 、 
Awl k) >0 的 最 大 数 ,显然 i 是 一 个 奇数 .注意 到 有 MON 使 得 &€ 
N( ko AT, gC) — hk )SM, MA kok, WEE k ENG gi) 一 
Mek idx (kh) =e -—M),A o PEA 

c(g(k)) = wah) — M) S wlhlk)},k © N(k2). 
(6.5.10) 

类 伺 (6.5.5)， 则 有 


wk) wk) + 


A-1 
Goat VCR = 2-19 DA +m), 
"hk, 


k E NCR). (6.5.11) 
注意 到 (6.,5.6), 则 有 
Nalk + MD) = 
Gropopl > (I +2n -l-k = MD pF olh). 
(6.5.12) 
于 是 有 


wk) == wlka) + (k= Fe 1} 


1 
Gra i 


x| Dot2n-j-1-1 er np Roca] 


a={tM 
k E NIk), 
lk) = wolk- m) 


&—M-L 


> wlk) I V lim L 
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xf So 420 -F-1- 1 - Minp( of gto)))]. 


接 下 来 的 评 明 方法 类 似 于 定理 6.5.1. 证 毕 ， 

推论 6.5.1 MRik-elOlAA, W (6.5.1) 与 (6.5.3) 的 
振动 性 是 等 价 的 . 

例 6.5$.1 24> 792 


24 
A My + 


— [)(k +1) 2) {RR +3)(k +4) 
wien sl perm 


Atyp + 


ytk) = 


— ; 24 l E 
(k 一 Lik + pues +2)(k 十 了 JR yao) = J 


H k=g(keG RH ik - g(k)| RANA BAER. 
6.5.2 a=2n+1 和 8=1 的 情况 


定理 6.5.3 {RIR k= ky 20 AY p(k) Dak) (Rk) EAH 
(6.5.1) 有 非 超 减 的 最 终 正解 , 则 (6.5.2) 也 有 - .个 这 样 的 解 . 

让 有 明 方 法 类 似 定理 6.5.1. 省 略 . 

定理 6.5.4 Bk ky 20 Hf (kh) - hlk) 0 有 界 , 则 (6.5.1) 
有 非 超 减 最 终 正 解 的 充 要 条 件 是 

A’ he K) + POF lha =0 

有 非 超 减 最 终 正解 . 

证 晶 方 法 类 似 定 理 6.5.2. 省略 ， 


6.5.3 a=2n M= 一 1 的 情况 


定理 6.5.5 We Kok Ont, 
(Rk) = gtk) glk) S Atk), 
# (6.5.1) 有 无 界 最 终 正 解 是 非 超 增 的 , 则 (6.5.2) 有 同样 的 解 . 
证 阴 设 是 (6.5.1) 满 足 题 意 的 解 . 则 有 ky ky OSI 


$6.6 人 如 数 阶 非 线 性 差分 方程 PB 

2n 一 1 时 Av() 是 常 寻 的 , 且 有 最 大 的 7 使 得 i 时 Ayi) > 0. H 
3 的 元 界 性 可 知 j 汪 2, 坷 由 非 超 增 性 可 知 j 关 2n. 接 下 来 的 证 明 类 似 
于 定理 6.5.1. BCA AE aS HE u, BEE TRB. 

定理 6.5.6 koe ON gik) Alk 0 日 有 界 , 则 (6.5.1) 
有 无 界 最 终 正 解 是 非 超 增 的 充 要 条 件 是 方程 

Ak) — ple) i(ela(k))) = 0 

也 有 如 此 的 解 . 

证 明 类 似 定理 6.5.2. A. 


6.5.4 w=2n+1 和 和 8= -1 的 情况 


定理 6,5.7 koe kot pkg) (kh) eh(R), (6.5.1) 
有 一 个 非 超 增 的 最 终 正解 , 则 (6.5.2) 也 有 如 此 的 解 . 
定理 6.5.8 ky 20 WT g(k)~ Ae) 20 AAR, 则 (6.5.1) 
有 非 超 增 最 终 正 解 当 且 仅 妆 
At hele) — PERYF hlk) = 0 
有 如 此 的 解 . 
定 埋 6.5.7 和 定理 6.5.8 的 证 明 省 略 . 


$6.6 偶数 阶 非 线性 差分 方程 


本 闻 中 将 考虑 偶数 阶 差分 方程 
A’y(k —1) + oR FR)) = 0,8 = 0,1,2.., (6.6.1) 
其 中 @(k) 20 且 有 正 的 子 列 ，fE C(R,R) 是 非 减 连续 函数 当 <0 
H alr B f(-2) = -f(r). 
定理 6.6.1 如 果 


dy ~” dy o 
j; FY Sa Fy < ™, (6.6.2) 
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So 


SOR Val(p) = ow, (6.6.3) 


下 一 所 


则 方程 (6.6.1) 振动 . 
证 明 . 设 y(t) 是 (6.6.1) 的 最 终 正解 , 则 由 (6.6.1) 可 知 Ay 4) 
<0. 由 引 理 6.5.1， FERA mE om * 之 2n -1 月 Ny(h)>0, 


lym * —1 AIC - pr Ny ESO, m aG Ena - 1. 
WR m = 1, 由 充分 大 的 上 二 到 co 对 (6.6. DRA, WA 


a Grae + 了 六 一 pylen-2) i 
Ay(k- 2 2 On FFG). 


由 区) 和 了 的 单调 性 可 知 


AvyvCk 一 1 ~ E {i — k + 2n — 2)0n 2 | 
IOAN > i). (6.6.4) 


下 证 
> AS) eg 
Ee Ave +1) ~ 


EX r(t)=y(h) +t —BAyOR) Bch t i. PA r(k)=y(k), 
rlet+D=sx(h +1) r(t)=Avy(k)>0 因此 ， 


Ayk) 
fly(k +1)) 


E k+Í A k+l r (rd <p dr 


_ Ark) | -Í _rlijdt dr 
e fly€k +19) ge Fok 1) Jen FOY 
由 条 件 (6.6.2) 可 知 


SV Ay(k) [dr 
Ft +1) <] RD ` ` 


这 样 , 由 (6.6.4) 和 (6.6.5) 有 
He —k+2n -D Dg) < oo. 


这 与 (6.6.3) 了 矛盾。 
WR m* >t, WHG DA 


(6.6.5) 
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Are m yk 一 1) > ~ > (ak m= DFG GD). 
= = wo 
理 对 上 式 从 充分 大 的 N Pk 1 OR AT 2n- m" 一 1 次 , 得 到 


ayie) > Ee NI Vos), 
因此 
Ay(k) (k 一 Mee > G). 
Kolk DD Gr Gr OU 
由 (6.6.5), 得 到 


agn {2u 2) 3 
` az \ 9) <x, (6.6.6) 


A= NEZH 


FAH 


fod 一 2n-2 i l ; n-i 
a re o 2440) = = 3 A S00) 


. LN {2n—1) , 


1=2at+ 


FET 


Q G+l- NYO 
2 Dr DETG) < &. 


iA JE (6.6. 3). iE. 
方程 (6.6.1) 当 满足 (6.6.2) 是 超 线性 的 . 接 下 来 考虑 次 线性 的 
情况 . 
Ayl- 1) + ele) | y(k)lAsign(y(2)) = 0, AE (0,1). 
(6.6.7) 


定理 6.6.2 Æ 


dali + 1)(¢%n-D yA = oc, (6.6.8) 


Wi (6.6.7) 振动 . 
和 证明 yk) (6.6.7) RAE, S| 6.5.1 可 知 有 
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奇数 m FEAR, maiin- 1 eC - D MYy(k)>0H Sismo l 
时 A'v(e) > 0. ERE A y (2) >0, BRK. MA by AEX A 
(IS Beko HE ylk + Lye ARP ae tyik) ATCA yik 1))° 
除 (6.6.7) hk, WA 


OAR- D. 
(A ly(k —1))4 
— _ afte} we oe YE) wa — 【2 一 上 人 让 
=- yk} GET- Dy) = Ag( ki CCR — 1) j. 
H (6.6.8) 及 上 式 可 知 
VOO ATI) Oo oo (6.6.9) 


(rk yh -1)) 
5— Ai, ra =A Ch) + ke lyk), 显然 , 当 k<t 
PFT AT C2) =A ly) Or (Ch) HA Ay) ktl E 
Ms(t)=r2t+1}—r(t)>0, W) se Ha lyk +1) ~ A" yk) 
= Ay k) <0 A, kik +BY, ssk) = r(k +1) - 
rik) =A" yk). FÆ, 


Ayk) [E ACR) E dslt) 
CA" (BDA | 1 ie E a ea PLE) 


因此 


. fyi) _ ds _ 1 | 
之 (1G) )A >f S a ) N 


AA BOS 这 与 (6.6.9) FE. HEH. 
设 y( 上 &) 是 (6.6.1) 的 最 终 正 解 , RUA BR k E OOGk +1 AT 
Aty(k) >O0 H 
limat +! y, = 0, lims, = 0k +2527 <2 - 3). 
对 (6.6.1) 从 BORA 2n -上 -2 次 , WH 
_. Afty {a _ 1) 
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~ (Qn EPT E 3)1- >, SG- it2n = k= 3y" PaG@AyG)). 


(6.6.10) 
AH M, 


l 
y 次 g tye —7— 1) Paty), 


FE, H 了 是 线性 的 , 注意 到 A*y() 的 非 减 性 ， 则 有 


Ay 
(2n ŠG- i + 2a — 3) 3g()). 


令 ,z= My, 和 于 是 有 如 下 结果 
定理 6.6.3 N2 aE f 是 线性 的 ,方程 
Nut k 一 了) 十 yay LU 一 工 士 了 一 3) Day rey = (). 
振动 , 则 (6.6.1) 振动 . 


$6.7 高 阶 中 立 型 差分 方程 的 正解 


考虑 中 立 型 非 线性 善 分 方程 
A" (x, — Pitre + afr, ,)=0, no (6.7.1) 
和 对 应 的 差分 不 等 式 
A" ay Pr) + Gf (yo) KO, nO, (6.7.2) 
其 中 m EERS, r PBR, o BIER BR, fA, F] 9,1 是 非 负 
实数 列 且 19, | FERFI, (ER LASERS OHH x 关 0 时 有 
afix) >0. 


6.7.1 基本 引 理 . 


引 理 6.7.1 RAX N 使 得 
Dnon Sh = 0,1,2, (6.7.3) 


— AF? y( - 1) 2 
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[x 是 (6.7.2) 的 最 终 正解 , S 
Mao Pra (6.7.4) 

则 有 A <0.¥, >0. 

WERA 由 (6.7.2) fl (6.7.4), All 

A E Yd tna) SOME A). 
从 而 ,iA | MBC =0,1,…,m 一 1). 如果 结论 不 成 立 ， 自然 有 
”所 0, 于 是 由 引 理 6.5.2 可 知 Ay, <0 RA a >O, Ei Sa 最 
终 成 立 . 即 x, — at Paa RRM. ASIE n>N +N* rr 时 上 式 
成 立 , 则 由 归纳 可 证 
INemtN r Se da + INN rs 

当 j TERRA |, | RAIL. WHE. 

51 6.7.2 k BIER HR 2, >0 Ro >O HAEC, 
0 AT APA CK n Boe. GR 


= 一 一 (二 - 
Tn => nor T + > li- z a ffi i afCx,-,) (6.7.5) 
AERE ty 1 N- ye? 则 


y D — 1 yf) 
Yn = Pn- + DG Ct gf I-s) (6.7.6) 


AIER dnja- N- ye HP = malro). 
证 明 QQ FEAR w= jwis ,组 成 的 集合 . 
定义 如 下 算 子 T:00n. 

(fo), =1.N-peinen-l, 


] _ +h (ety 
(Fa), = pm au- + > 457 af (a, dia) 
n =N. 


定义 wl ==] wl YS 7 让 ,=0,1,…, 由 (6.7.5) 归 纳 可 知 
O< wf! <w) <1. De Nyy 0. 
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TÆR limw™ =w" H N- paN -1 i} wy =1. 由 Lebegue Wat 


定理 有 
(一 — ed 、 
Wy Ky = Pin- Anr + > “Gon af (Wj i-a). 


SO, = Waly NEN pu. E 它 显然 是 (6.7.6) 的 非 负 解 ， AAN-#sS 
n&N Sli n =2, >0. 47 n” WI N- uin na*i y, >0, ii 
y =O, WA 

O= yy = yay +) Eat PRIDE Ao). 


l 
IX Ae REAPS, 证 毕 . 
类 似 引 理 6.7.2. 我 们 会 有 如 下 结果 . 
5| 6.7.3 BGl<m*<m-—-1,cP04 
Ep C+ Paiyot 


ai Do 
+ > (a-i 419% DS G-itmom" — lg, fx,) 
r= j-: 


(6.7.7) 
有 正解 ja) pan, 9 N 
Ya = E + Pay er 


aol oe 
+ d(n- i+ DO “OSG -itm—m* —1l)4¢,f(»_,) 
r=. gel 


(6.7.8) 
有 正解 | Yy | nN ， 


6.7.2 比较 定理 
首先 , 我 们 将 给 出 方程 (6.7.1) 与 对 应 的 (6.7.2) 存在 正解 的 
等 价 性 . 


定理 6.7.1 1% (6.7.3) 成 立 , 日 或 者 p>0 或 者 a>0 日 向 量 
【Gy BESI 对 所 有 大 H 成 立 ， 那么 方程 (6.7.1) 有 最 
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终 正解 的 充 要 条 件 是 对 应 的 差分 不 等 式 (6.7.2) 有 最 终 正解 . 
证 明 =>” BSR. 下 证 "二 . 设 (6.7.2) 有 最 终 正解 |z,| ,由 
(6.7.4) 定 义 .由 引 理 6.7.1 知 加 >0 且 
Aya so (6.7.9) 
最 终 成 立 . 由 引 理 6.5.1 4, ABR m" OS * Sm — 1 使 得 A'y, > 
0, i=0, i, em, L IA >O,i=m"* +l, wa - 1,8 m*=0 
由 (6.7.9) 有 


H im- l) 
} 一 H PIi 一 
( TE SP at -oh 


= 
Y 
e 


即 有 
= = — — {rml} . 
Er a + >, ( e ah qi no). 


foa 


由 引 理 6.7.2 可 知 ，(6.7.6) 有 一 个 最 终 正解 | yi . 它 也 是 (6.7.1) 的 
最 终 正解 . 
QR 2m * << m - 16.7.9 n BORA mm" 次， A 
we > de m a7 T i me fl-a). 
再 从 充分 大 的 NN 到 n — 1 HERRA mk, 有 
a (n— i+ por ob 
i=N (m* 一 1)! 


SG itm-m* -De 
ya Gf (ao). 
Fi 


{mm 1)1 


4 


Yn YN + 


即 有 
好 一 了 _ fm ”一 全 
Ly YN + Prtn—r + >, (n=i+ 1" ~" 


oN Cm” —1)! 
= PF tm — m* 一 1 (mom l) 


FAS} FE 6.7.3 可 知 (6.7.1) 有 最 终 正 解 .证 毕 . 
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以 下 将 获得 比较 结果 ,为 此 将 考虑 比较 方程 
A(z, — Pur,- + QFC) = 0, (6.7.10) 
其 中 P, Qu F f(6.7.1)'F Pasand RRR. 
定理 6.7.2 RE N 使 得 


Pher S153 = 0,1,°", (6.7.11) 
P, = Pa Q, = Fy 9 (6.7.12) 
z >00, Fir) = fle), (6.7.13) 


ERE 办 ,六 0 或 者 5>0 且 向 量 (9, ;95,414w+o-1) 基 0 对 所 有 大 
7 成立, 那么 如 果 (6.7.10) 有 最 终 正解 , 则 (6.7.1) 也 有 最 终 正 解 . 

WER Oi i, | (6.7.10) 的 最 终 下 解 , 令 y= x 一 Pz- -由 
5i 6.7.1 AE, y >>0, 则 或 者 


~ YG -ntm—I 
Ey a Par + > ( Con _ 1) “Dor (s, as 
iri . 


或 者 
a => IN + Pofa- + 
5 {n 一 了 十 pe -1) 
Ai o (m*-1)! 


© G-itm—m’* - py 1) 
it (m—m* —1)! 


由 (6.7.12) 和 (6.7.13) 知 , 或 者 


a 一 + — | (ra -1} ; 
Tn a Py + + 2 “Con z 1) D (ra) 


QF(a-,). 


或 者 
Ty 之 YN + Pan- + 


a-l 


(a — i +1)” D 
2 (m* —1)! 


J G- itm- m” — 1) (mm -1) 
十 mm TI 
2 (m—-m* —1)! goes). 
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= 一 


RE, 由 引 理 6.7.2 或 引 理 6.7.3 可知 (6.7.1) 有 最 终 正 解 .和 证 毕 . 

注 6.7.1. 本 节 中 的 各 种 结果 当 p, >0 时 , a>0 显然 也 成 立 . 

注 6.7.2. 当 p=l,r=1 时, 方程 (6.7.1) 则 变 成 仍 数 阶 时 洲 差 
分 方程 , 因此 , 定理 6.7.1 对 偶数 阶 差 分 方程 也 是 事实 ， 

由 注 6.7.2 不 难看 出 , “pl r=al et. 方程 (6.7.1) 与 偶数 
阶 差分 方程 有 某 种 关系 , Ak, 有 如 下 结果 ， 


定理 6.7.3 方程 
上 (一 十 人 二 (6.7.14) 
A RAER G H 
Ay |+ R yp) =0 (6.7.15) 
有 最 终 正解 . 


证 明 不 失 一 般 性 , 我 们 仪 证 m=3 的 情形 ， 

充分 性 . 设 Yy = 2, — 2, - TU Oy, <0 由 引 理 6.7.1 可 知 v, >0 
这 时 有 两 种 情况 : 

Ci) >OAy, <O, Ay, >0; 

Gi) ya, >0,Ay, >0, A y, >0. 

首先 考虑 co, (i) 这 时 有 limy, = 20. BE N ESAR ER, 
使 当 aN -r h, Ax, 0, 4, >0, Ay, <0, A <0, 1% om = 
mnj n ELN- ron N] M m0. HF nElLN, eN +r- 


nte-t 


l 7 
Ly = Mn E Ip- > rt De. +m. 


LSR 


m BL nN +r NEn SE $ ym. FREN, 对 任意 的 o 
存在 N' EN + tr, 使 得 


1 5 
no > + m,n = NŽ. 
一 
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设 Zy T 4 ` XY; , 则 rAtr, = Ny, + IH En- gen . 因此 


Ate, 1 + F(a) Ss LA, = Xn-r) + DA (24-0) = 0. 
由 定理 6.7.1 nf 
Ate. + flen) = 0 (6.7.16) 
AP REA IER. 
其 次 , 考虑 情况 x, © Gi). 选择 N 充分 大 , H n>N-r i 


70,9, >0,A¥, >0, Ay, > 0. m MAEM, Wn CIN, N+ 
rz 一 1 iat 


Ty, = Yr + Fp- 工 i> ¥ + in. 


T n-ril 


归纳 可 知 , Sn ELNE, Nt (1+1)r 一 1] 时 , 有 


| = 
In = > y tm. 
1— n- ii-i] 


因此 ,可 以 得 到 


a 


uy, + m, nN+i+r. (6.7.17) 
分 如 下 四 种 情况 ; 


(1) oS0. 由 (6.7.17)， 有 z,- L > + +m, n N+tr. > 


a = E Dy M ayo ey Aran = yt 因此 


rA ea + Gln) KA Caen -~ 2, 2) + rs) = 0. 
(6.7.18) 
这 意味 着 (6.7.16) 有 最 终 正 解 . 


2 
(2) o>0 H limA’y, =k >0, Wl Ay, = kn + ola). y, = e + 
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一 -一 


on), Sty, =E +000). 因此 , HAH, 有 、 y 
6 


1 一 所 r-ancatl 


< akn”. AL(6.7. a 
+s + + m > =| Diy, — abn? }+ mn. 


T 
令 z= r L Da- akn? | , 则 z, >Ü, Tn- ohn Alcaz, = =A Ya (因此 ， 


(6.7.18) Er ES} (6.7.16) 4 IER. 
(3) ¢ >0, lim Xy, =0 Ñ lim Ay, = 0. Rl Ay, = 002), % = 


o(1?)in=0( 94), Dx, = oC )AT nol Diy, ). Be, X > 


r=n-atl 
< nè, LE Yiya) 5 0 Aloe, SAL) 
一 i= 


(6.7.16) ALAR. 
(4) o> 0, lim A y, =0 和 lim Ax, =h>O, W] y = ka totnd, 


Sy, =P + oln?) BG, MBIA AL n, DI y, < Don - 
hy 


rou-ait 
bel >» - 2akn) , 则 z, >0 和 ,之 z .如 前 可 证 . 

必要 性 . 设 |13 | 是 (6.7.16) 的 最 终 正解 ， 则 A4y, 志 0 由 引 理 
6.5.1, 这 时 有 两 种 情况 : 

(i) ADOA <0, A y, >0; 

(ii) Ay, >0,Ny, >0,A°y, >0. 

AT yn E COAT, A lim Ay, = k 0. A lim y, = 1 则 存在 正 整 数 N 
AIM, “$n 2N-2-|oalh, E », >M>O M Ay <M 
(2022+ ]e|)) 1.4 
H = 人 ZN, 

O,27=N-1, 
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则 对 任意 整数 n, AHO 定义 z= dD, STH H, 2 0. 明显 地 ,zx 一 


a 


= = H A F nN Ag- g- = TAY 1. 对 于 nE[N,N+ 


t-l 
r-1], 2,=rAy,-, + 2,--< 》 Ay. BAIE ne (N+ iN 
+ (+l)r-~1], 有 


n—l 
a \ 

Zy = rAy,-| + g- 妆 - oy AM. 
Ini 


rm 


因此 ,xz 地 Dds: once N. 可 以 证 明 , 对 和 任何 so, 有 有 


一 


Bh Say, + (lo! +2)max} | Ay, | :i € n,n +a-1]} 
I= 


于 是 A(z, —2,-,) + 4flz,-,)rAty, t+ Gf Cy.) =0. 
因此 ,(6.7.14) 有 正解 . 

45 Y, E Ci), Ml limA*y, = £220. WEE Hy Ale, W nen Bt, 
2,°0 H ng- TTA. e M=mexiy,'2€[x-—7r.N-1]}. xf 
FrE(IN,N+r-1], 有 


了 十 于 一 上 


Za = TAY, i + 证 一 下 “= S > AY: S Mote: 


& Se Dy Ay + yp ey — M 
归纳 可 证 
-MAng Ayon EN. (6.7.19) 
因此 


Rn -o Se Yat- = Ya ~~ Yy + ¥n-r-¢ 


- 286 ， 第 六 童 ” 商 阶 差分 方程 的 振动 性 


ur i ee = 


= y + |r- solmas | Ayl: € [n,nt+r-ol|. (6.7.20) 
下 面 分 三 种 情况 : 
kno 


2 
(1) Æ k >O, w] A y, = kn +o(n), Ay, = & tola) y= 


+ oa ,= 如 + of). M(6.7.20) e Al, nN Az, Sy, + 
k|r—-oln’. Sz,=2,-e' rolin +a) >O0,n2N, Maz, =, 
和 
(2, a-r) = Mle, ~ B72) = TA Yn 
因此 
Alen S Enor) + dfx — 0) E A Yn 1+ qf(3n) = 0, 
Tie 


Nr, S Enr Gaf n-a) = 0 (6.7.21) 
有 正解 . 
(2) r k=0 H lmA’y, = 7, W AY, 一 ni toin), y, = ai + 


0 (0) ey = EL t o(a?) A 67.20DA, N 时 有 去 
y, tel c-alad. 4 nN], Sz, =2,-2 r-oliln+to)>0, WA 
y,222, Z on N. S81) BT A(6.7.21 4 EE. 

(DA 2=0 和 limay, = oo, Mil Ay, =o (n), Av, = ola) n= 
o( Ay, ).¥, =o) n?=o0(9,),2, = 00), n? = ole). M(6.7.20) 
可 知 z,- Say, + roal? wee Xs, =z, - rolin +o), We, >0 
和 y,, 222, -,- SS {UA PTE (6.7.21) 4A EAR. HELE. 

6.7.3 单调 正解 


一 个 数列 | xy | 如 果 最 终 满 足 
Tn > 0, Ar, = 0, Ar, ns 0,A°x, = 已 ,， ’ ( ~ Le AF i = 0 


9 
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我 们 称 其 是 单调 的 . 一 般 地 , 给 定 一 个 正 整数 r 和 数列 Pal, WR 
数列 | ac, | 满足 
a, > Ox, ~ Ptn- 220, Ala, — Pr 7) SO, 
(+ DTA? Can ~ Paor) 29, 

这 时 称 jx, | 是 单调 的 . 

定理 6.7.4 如果 定理 6.7.2. 的 条 件 成 立 , H (6.7.10) 有 一 
个 单调 解 , 则 (6.7.1) 也 有 一 个 单调 解 . 

定理 6.7.4 由 定理 6.7.2 BA, DEA. 

由 引 理 6.5.1 显 知 如 下 结果 成 立 . 

SI 6.7.4 iia, E AAAA Au A", <0 对 所 有 大 
n R, m > 1 ERR, M- 1u Au, 220 对 于 5 =1,2,… ,mm 及 所 
有 大 xn 成 立 . 

由 引 理 6.7.1 及 引 理 6.7.4, 我 们 有 如 下 结果 . 

定理 6.7.5 |p| 有 界 且 满 足 (6.7,3), 则 (6.7.1) 的 一 个 有 界 
正解 也 是 它 的 一 个 单调 解 . 

定理 6.7.6 (6.7.3) 成 立 ， liminff( x) 之 d >0 且 


Sa, = oo， (6.7.22) 
则 (6.7.1) A ER TE 它 的 单调 解 
证 明 ; iie lÆ (6.7.1) 的 最 终 正解 ,y, 由 (6.7.4) 定义 . 则 最 
BRA y, >0,A"y, <0. (6.7.22) A 
lima iy, =~ %, (6.7.23) 
或 
limA™ !y, = e. (6.7.24) 
如 果 (6.7.23) 成 立 , 这 时 自然 有 limy, = ~ co. 这 是 一 个 矛盾 ,因此 
Wo (6.7.24) RE, 从 而 可 知 c = 0. 否则 ， 或 者 有 im = — % 或 者 
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有 limy, = 00. 前 者 显然 不 可 能 ,因此 有 limy, = %, lima, = co. 对 
(6.7.1) 求 和 , WA 

c + X flea) = A” lyg. 
于 是 有 > Gy L ,这 与 16.7.22) 了 矛盾 .这 就 证 得 A" -1y >0 最 终 成 
立 ， 重复 如 上 过 程 则 可 证 得 结论 , 证 毕 . 


$6.8 奇数 阶 中 立 型 差分 方程 


最 终 正 解 的 存在 性 . 
本 节 中 将 考虑 中 立 型 差分 方程 
A" (Cx, — Prs-r) + drin-s = Q, (6.8.1) 


其 中 , m 是 正 奇 数 ，r> 1,20, | 9,! 是 实数 列 . 
定理 6.8.1 ik p41 A 


Sn” "la, | <0, (6.8.2) 


则 方程 (6.8.1) 存 在 最 终 正解 . 
证 明 我 们 将 分 五 种 情况 证 明 , 为 叙述 方便 引信 记 号 
Fofa- efile -p +1) = fe, 
rx Peele -7 +1) = rw, 
VAR OS p< EEN 足够 大 使 得 


(at oop ae lgl- 1 TP, 


A 
= 

Q= jr E iP l20 -pPA<z, <4A,n = 0}, 
WO Rls 的 有 界 凸 闭 子 集 . RUFET Fen NA, 


(Fr), =1-pt fe, + 3 (k nay aan. ss (6.8.3) 


= E 
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XIF On N ii 
(Fr), = (Fir dy. 
“ce Ont, 有 
ve p dp AS eet ir, 
(Fe Si- p++ ayy | al 
44 4h AS E 
Slept 3 mi 
_ 4p 4 1-p _4 
1 ptrr3+3' 4 -3 
(Fe), 1- p- $ E = nN 
Aub, 有 FOCA. 


Hr yE nN it, 我 们 有 
| (Fr), (Fy), | 
i (kant Ler B 
< P| an- Yn- |4 之 Gn - by! lag] tea r-e | 


< (p+ jlz-yl= fle- 


Bl, FÆ ERARI. A, H Banach eae RRR EA FOE 
上 有 不 动 点 x "二 1x; 1, 化 是 (6.8,1) 的 一 个 最 终 正解 . 
VU R p>, ae N 使 得 


Ni” als A4. 


Di. Nir 
这 时 令 
Q= jx € lP S a K2p,n 20]. 
MAF nN 时 
ty) eae Intr (k-n gpt DPV, 
(Er), = p- 1+ > (mp Po 


O<n<N BE Er), = (Fr)y. 类 似 1 56J 证 (6.8.1) 有 正解 . 
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3 aR -1< p<0 和 选择 N 使 得 
ret al < 


(m-D! 
4 


Q= jx E hll +S S4,n 20). 


_ 《一 上 
(Fr), =3- p+ Pr- +> oe GATh -a9 


Oin ON AY, Fr), 二 《Fr}w, 类 人 航 地 ,可 证 结论 成 立 . 
oR p< —1, 选择 N 使 得 


gip er tlal<-! <P. 


(m komwir 


ELAS prio | - 2014+ px, 4p no). 


Hate 


(Fr), = 1-3p+ "5 


OS (k-n), 
x, {m — 1)! hfk- 2 N, 
(Fr), = (Fry OS n < N. 


也 可 得 结论 成 立 . 
SUR p= -1, 选择 N 使 得 


1 Sa、 m-l 1 
Gait, 2 [le 4 
Q= [rE LF 2x, <4, n 01, 


ntiir 1 _ tn—1) 
(Fr), = 3 十 S 2 5 MAAD E Tee =N, 


r=] -ntiz -lir 一 点 


(Fx), = (Fr), OSn N, 
4 xeCait 


= at2ir—-l ox - {m-i} 
3 2 D Tug 


=l = nt+{ž v l}r;=k 1)! 
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D, 


oe on — Cas 
<314 D D ET le 


an- | 


<3+4 >) 2 Gan ay! 
F 


k- w+r 
1 
z -> z 
= 3+4 4 4. 
- O iaa 
Fede 2 3 D (a=! 2. 
HA FOC. 


MF 2. yEO, 我 们 不 难 有 
lFe- Eyll <le- yl. 
因此 , 下 在 Q 上 有 不 动 点 zx" = |x*| .注意 到 


— Cm 1}, 
Xa taj- = 6+ Sy (Oina Dr + or on le Nt cr. 


knj k E 
因此 
P ; 7 Gi - — p+ pyar dd . 
Alay tay = > 所- Ün — Er ge] a 
A 
Ar + ra a) = QaRa 
满足 要 求 , 证 毕 . 
定理 6.8.2 设 p=1,g, 庆 0, 则 (6.8.1) 有 有 界 最 终 正 解 的 充 要 
条 忻 是 
X na, < o, (6.8.4) 


n =i} 


征明 设 z= fr 是 (6.8.1D) 的 有 界 最 终 正 解 ， 则 由 引 理 6.7.1 
WH 2, = 2, n ARAB AW IE. 显然 为 (6.8.1) 的 一 个 单调 解 . 
对 (6.8.1)} 求 和 , WA 
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= (j — + peP, a 
Z = a ae por i di -rr (6.8.5) 


goa 


注意 到 由 x -— x, 20 可 知 有 正 数 ci 使 得 >, 之 ci 最 终 成 立 . 这 样 ， 
由 (6.8.5) 可 知 


oo 


SDR lg < oo， 


k=0 
H 
(一 天 二 Tt 


(mr — 1)! 3 


tux li- k+l “«(; —kitm-? 


XT Dy zt Cy 


> 


- Ty. , 
Taa tei, i2 Gn — 2)! G:,n N, 
特别 地 ,有 
EN+ feta 
> toy Y Si Ga kt GT ktm 2) 


Jal &=Negigi-k (pr — 2)! 


注意 到 r WARTE, WA 
2 Dy Dik +1) lik +m ge 


了 一 上 由 = 各 1 订 1 本 了 一 下 


由 引 理 3.6.1 可 知 


y bq, <0. 


bp Whe 


Za +iI(k~n i? k-n — 
S I E 
406.8 8. 4) 及 引 理 3. 6.1 可 知 


oo 


219? <, NSU < o. 


z=) pat) &b—or 


相反 ， 


选择 工 使 得 


“> 
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= Digi na T, 
het 


(x -T+ riHr 


T 


FT-ránd T, 


A, =O,n < T-r. 


显然 H, 非 负 .如果 设 we, = 


Uh =w,-,+H,,.n220. 
M = ve fy (0m y, Sl,w Sol, 


(Fy), 


(Fy), 


则 


YH ear ABA nET H Ouel E 
=i} 


Fn- rith -r T 1 (k (k-n +)! mo p 
TL, rS Cm 一 br Gave — th — 35H = l, 
= 所 十 也 +] | 
= pyle + (1 -FH OST. 


0< (Fy), < Ber yt 
Th 


<i Che + H,) 


an ($ — N + pao, 


Wh po Gu — 1)! k-o 


= lın > T. 


BI HMM. 由 Knaster 不 动 点 定理 可 知 , FEM PAR Sy > 
= ， 它 显然 是 (6.8.1) 的 一 个 正解 .证 毕 ， 


36.9 高 阶 中 立 型 差分 方程 非 振动 解 的 渐 近 分 类 


考虑 非 线性 中 立 型 差分 方程 
AT (En + Pee)t fl asa) = On = O,1,2., (6.9.1) 


- 294 - 第 六 章 BREATH MRATE 


其 中 m2, r>0,0 20 是 整数 ,pp 旦 非 负 实数 昌 不 等 于 1, f 是 Nx 
R 上 的 实 值 函数 , 它 关 于 第 二 变量 连续 日 x+ 了 0 时 of (2.2) >0. 有 了 时 
我 们 也 要 求 是 超 线 性 的 或 次 线性 的 . 

WL} x, | 是 (6.9.1) 的 一 个 解 ， 

Ta = nt Pen 

称 为 1x, | 的 伴随 序列 . 

引 理 6.9.1 假设 p20, p¥1, [x 1 是 最 终 有 界 正 的 ,a 是 
某 非 负 整 数 ， 如 果 limz, /T° : 则 ina, /n° =AA1L +p). 

证 明 AE ARE, 可 设 n0 时 z, 70. > 


Q = limsup =" g = liminf =, 
MATA fee) AD EFC) 使 得 


lim 4 Q, lim TUL = q, 
nm y” ik) 


如 果 PE(O.1), Ri 


b= lim Z4 -~ lim Z E nee gt py 
n= p (R) nea nC k) 


b= lim ŽL = lim HU E Pays -> 
MEPR) E P) ET PO 


HE, g ++ N REQ BHETH. FÆ, gQ. 
如 果 p>1, 类 似 地 有 


b = li =nlkjtr 
na (nCk} + r)* aa + 加， 


b= li ite _ 3, 
nme (JR) + 7) Q+ Ar. 


AU, Q+ 加 之 9 + RB SQ. Bik g=-Q. 
最 后 
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z + Prp- 
b = lim = = lim t q + py 
n+ y 一人 天 
lim Z = q = 一- 
n= y" l+ 
让 毕 . 


6.9.1 非 振动 解 的 分 类 
我 们 将 方程 (6.9.1) 的 所 有 最 终 正解 记 为 $+ 有 旦 采用 如 下 记号 . 


| «| qn in _ tp 
E (œ, x)= | izni E s| lim 735-2 = e, lim .5-1 € (0,9%) | 
= TEN ES | lim 5 E (0.) |， 
+ 一 oa p 
、 | x | 
E; co 0 = m + 35 = = ©, = 3 
if ) iz IES | lim -5 5 „lim 4 ; = 0 
E,(*,0)= | lanl € StI lim 35 € (0,00), lim 375 -0| 
| 
= [lz] € S*| lim $4 € (0,0), 
= (ia) © SI lim 7 € omj 
Q ,0) = | iz, te St lim -去 = ©, lim # 3, = of, 
moo y 


Q(x 0)= [izl € S*] lim- Sri € (0,%),] m “3 = 0 


= | lal Es | lim -557 € o.w, 
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其 中 j 是 某 特定 的 整数 ， 
定理 6.9.1 WMR m 是 偶数 , iz, | 是 (6.9.1) 的 最 终 正 解 ， 则 有 
某 - 了 EE 1 使 得 im 属于 已 (ce *),B (0,0) ® 
EC» ,0). 如果 mm 是 奇数 ， |r | 是 (6.9.1) 的 最 终 正解 . 则 或 者 有 jE 
11 ,2m 一 了 0 这 1 使 得 ix,! 属 于 (5.7),Q(%,0),@(* ,0)， 
AA | x, | Ha. 
WEAR 设 i7,| 是 (6.9,1) 的 最 终 正解 ,z, 是 它 的 伴随 数列 ,由 
(6.9.0) 知 A”, 最 终 成 立 . 
如 果 m 是 偶数 , 由 引 理 6.5.1 可 知 , 有 n Bn =2)-1,7E}1, 
2 .Hi 使 得 
01 上 
(- DEHA, >On npk =N, N+ e,m]. 
特别 地 有 AY Pe, S0, AY a >0, Ar, <0, n En. Ae 
Oà limAY < 0,0 iya lim ao So. 
如 果 As, ,>0, 则 由 Sob 定理 可 知 


Al Aa < 


~ PPO DT = Gp! 
因为 Or, n ly fn 1 ,于 是 a, fn A., 电 引 理 6,9,1 可 知 


ma _ 


. Ar-] 
a” ee 
lim (2 = ODN) O 
于 是 


Re ar Ej(oo, =), 
apne Ax, -,=0 H Ax -2 = 59 类 和 似 有 t+EE(.,0). 


$6.9 py Bt par We oA BE ee TI AE 297 ， 


ROR, Ay 1 =0,0< Ay -1< , Wik xE E,( * ,0). 
Som FEAR, MA te iO,1 se — 1 E sE 0,1,…: 
tit Ae, >O0,sE let llyosym —tiBtC-1) ‘Ate, 20,292 >0 Hf, 


证 明 类 似 于 前 面 的 方法 .如果 +=0, 则 有 x, > 0, Az, <0… 因此， 
| Zn | AOR FE fe AK. S| 6.9.1 可 知 fe, | TETRA . 证 
kE. 

6.9.2 偶数 阶 方 程 的 存在 结 采 

本 节 中 始终 要 求 m 是 偶数 . 


定理 6.9.2 m 是 偶数 ,f 是 超 线 性 的 或 次 线性 的 . 如果 (6.9.1) 
有 一 个 属于 户 (oo,* ) 的 最 终 正解 GE 和,2,… ,mi), 则 有 常数 e 


使 得 
DE “fn,c(n = o)? 1) < co, (6.9.2) 
证 明 ikir, EE (o, * ) 为 (6.9.1) 的 最 终 正解 . 则 有 
lima, /x “2 = oo, limz,, ‘nF l= a >00. 
1e EER URE E, 而 且 Am <0. i Hg FE 6.5.1 可 知 
= 4lSism -1 MES He HEL lim z/n} 
=(l+p)a. FHA Sok 定理 有 


AZ 
lim 35 = +- = lim 2 ON = {1 + pla, 
limA 一 :二 lima” l — 0. 
Xf (6.9.1) RA, WA 
Aie = 
m—2t+] t—mt+ i)--Ci-ntm-—2j -1) 
(- 1) > í (m —27—1) Fi say. 4). 


再 从 充分 大 的 n 开始 求 和 上 式 ， 有 
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Ate, — (27 —1)!(1 + pia 
meyer Gin mt DG = 2, +m = 2) 
—1) > Cm — 2Fy1 
于 是 


DPG, 2 E O, 


不 妨 设 nn 时 ， an? 1 2 3an? 12. 当 了 是 超 线 人 性 的 , 有 
Fin ant 3 2)<fln,x,). AUK 


a “FE, FU - oN) < o. 
类 似 地 ， 当 /是 次 线性 的 RUA 
Dr EG — gly co, 


如 果 对 某 一 jE 11,2. mm OR c > 0 (6.9.2) Mar, 4 Pe 
线性 的 , 设 D=c 2, “4 SERATE, WS D=c, ic 

Ein} = n,n = 0,1,°" . 
RATARI: p =0,0< p<1, p> 1 RS. aR pe (0,1), M 


rin 


lim rry -= 4p ` 
选择 p,C (p,1), Mert o 使 得 
TiM) <2, 
PM 一 天 一 


Pn) Po) 1-p 
Prin rlo) “Ph T >l- gp 


noe M, 


(6.9.3) 


i ) ‘(a — Ti 2) ) 
>, GoM On a fli,cG -a 4) < UPP 


(6.9.4) 
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4>N=M-1-a, (6.9.3) 8) Pr M) T(N) < p B 是 所 有 实数 
列 z= ia, | wv 构 成 的 集合 , 在 其 上 定义 范 数 


_ al 
all = sup per): 


则 B 构成 一 Banach 空间 . 
N= |x € BID n) S rn L Drin), n Nt. 
En LEMAR T 
Tor), = DIM) Naan < M, 
当 azM Wt 
(Ix), = ene Te — frr 


+ bY SN... p H 2 GFE tie), (6.9.5) 


te TM a-y] M 


其 中 
Hi(i)u; = 5 atte i tts) 


s! 
Q 显然 是 有 界 闭 凸 集 ， 我 们 将 要 证 明王 在 只 上 是 包含 的 , 连续 
的 和 一 致 Cauchy 的 . 
由 M 和 AN 的 定义 及 (6.9.3) 和 (6.9.4)， 如 果 EQ, WA 
DI'(a)< DIM) = (Tr), C 2D n), NE n <M. 


(Tae) 22 PUPIN n) - pry, 2 PUER n) -2AT = z) 
> BO Pn) - 28DT(n) > Dn). >M, 
(Te) K PUT Pn) — pe, + HPD n) 


ABE Pn) - pp ~ "EP y(n) + Pra) 
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< Pet Hr) < DEC n 2M. 


即 TAS. 12 1 CO, A lima) =a. h O BOER Al EN. A 
Ih eM 时 有 
RO a = Cal Lens ~ tee 
Cr) Ss PP) 


-u+ 


tE. > Dy 1 He AFG to) FG a -0) | 


y+ 


< pix? nal 
— 一 
+h Ge ME a) Oat) Aae) 
< pd pk) 一 r I 
1 


t Pind) ap opie a) Feat) — fli,x_,)]. 


因为 
Fra) FG tia) | 
< fli, x ) )+ fir a S4fli,cGi- a)” l), 
Af AF BASSE. 由 Lebesgue 控制 定理 可 知 
| (Tx), = Cx Ja 
in} 


lim || Tr? — Ty || = lim sup = 0, 
即 代 是 连续 的 . 
rea ARK >n, 我们 有 


(Te), _ x), | 3 DOU +p) , 3DU + pP) , (2: 
(te) In) = ae) Pin) +? 


4 Ta-r ) 
PO) IE) 
a h 
+ PE S, HY bia, Fi-a) 
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-3DU +) , ADP | , d= pD .~ _8D 
= Tin) t Tn) ae yt ind) Tria) 
ERE limra) = 00. FEX >00, BA P Er, nSP 时 有 
Cx) (Tx), | 
Pa)” Re |< e 
El TÆ EEK Cauchy h. TE T ÆA AAAS z` 使 得 


SDU + Pn) 


* 让 
Ly + BE) = 


u-] m Be? 
boon S H 2 GWU, e). 
ha — ħi 


ot el “S 


对 上 式 求 m KET e” 是 46.9.1) 的 解 日 由 Solz 定理 可 知 
i; in + fen, 3DU +p) a 
Ith 21- 1 = 2 


no Ro H 


lim 起 并- >I Me DFG, ra) 


i~ M -ii+] 


= D+) + lim pay OPC aa) = 


(2 
最 后 由 引 理 6.9.1 可 知 


= 
x 3D 
lim =" = Æ Ô, 
n= g Tl 2 
Zz y4 
lim 1 一 oo ， 
poco i? 


也 就 是 当 PE (0,1) 时 ,我 们 找到 了 (6.9.1) 在 El, * ) 中 的 解 ， 
M4 p=0 时,N,B, 人 02 如 前 定义 , M 使 得 


PU ci — oP) < P, 


(Tr) = SPT a) 
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十 S S .. “St H É FG sao) n SM. 
te MM aM ie- 


类 亿 地 可 证 明 E, (o, Rie o nave. 
当 p> it, 选择 p, WE O0<$ <A], M> to 使 得 


1 Pater) 
p r(x—-r-o) 


T(xn+i+r) 
Ta) < 1+ 


<A ala ZM, 


pot, == M, 


MFG Gi — 01) < PDD 
ELTH 
(Tx), = PU Py, - p Rpm Nn <M, 
(Tx), = PUP Mn) — 


Stet r 


1 att-l m l 


+ 方 之 Sy. SF DA Jon >M. 


fe TAMET aTM agal 
类 似 可 证 方程 (6.9， DERE E, (co, *) .证 毕 ， 
定理 6.9.3 m 是 偶数 , f 是 超 线 性 或 次 线性 的 , 如 果 (6.9.1) 
有 一 个 解 在 EC * ,0), 则 
Dn HE eln — a 22) < 0, (6.9.6) 


其 逆 命 是 也 成 立 . 
HEAR 如 果 (6.9.1) 有 一 个 解 属 于 Ej( * ,0) .类似 定理 6.9.2 可 
知 (6.9.6) 成 立 .如果 (6.9.6) 成 立 ,， B 和 O 如 前 定义 .T(xn) =p. 
当 pE (0,1), 选 择 2, € (6,1),Miert+ o 使 得 


Pray <a Te Boi p 


P a-ra) 4p m2 M, 


$6.9 高 阶 中 立 型 差分 方程 非 振动 解 的 渐 近 分 类 o 303 K 


本 -一 


> M+ ‘i -Mtm— tD aG, eli — o) ?) 


fm- 27 +1)! 


< (1 -PD 2D, 
定义 
(Tx), = DIM) NS a€ M, 
Tr), = my _ Pt, 
n-i oi Ft 
>， e U GAG nM 
hy MM, a= ft m— 2949 
“4 p=, 选择 M 使 得 
Heli) AG cli - o 22) < p 


M aega * 


定义 
(Ty), = DKUM), N& n <N, 
(Te) = $7 Tln) 
al m-i op Bal 
+ ` S “Ss BMG, X, ado aM 
2 aan = ef m-i 


p>1 时 , 选择 pE (1/p,1), Meer t+ o 使 得 


1 Tnt+r). 
DEn- ro) Ps! 
{a+r} p-] < 
rG) Slt og: 2M, 
Hee DSG, G op < PVD. 


定义 


(Tre) = DU AT ) 一 一 dl rin) N= i < M, 


b TCM) EM ro 
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(Tx), = AT ) _ State 
l ntr-l bm It ‘nm 2rld_ l 
tp 2 2 Hr fs nM. 
P Ia jr _ 25M i, ayt2 -M m- Ati 


其 它 的 证 明 5 定理 6.9 2 相同 ,可知 (6.9.1) 有 有 解 在 巨 ( * ,0) 中 .证 
毕 . 

EH 6.9.4 m EBR, EO, sc) 上 关于 第 二 变量 非 增 . one 
(6.9.1) Æ E (co 0} ae, M 


Dw natn ~ a)” 7) < œ, (6.9.7) 
对 每 一 下 数 a 成 立 , 且 对 每 _ 正 数 5 有 
5 a tn b(n — g)? = o, (6.9.8) 
相反 ， 如果 (6.9. Dit ZH 
X 4f(nc(n - 3)%) < o, (6.9.9) 


对 某 正 数 c 成 立 , 则 (6.9.1) 在 Elo, FAR. 
WERA 设 z 是 (6.9. 切 的 最 终 正解 旦 属于 已 (co,0), 则 


x x 
lim 5.5 = co lim 一 = 0. 
im 2 ee yt 


TÆ, 对 任意 的 正 数 a Fld, 有 no 使 得 
bn? Sat, San! nS H]. 
由 上 的 非 增 性 可 知 
Fin an < fn, zr) fn, bn), 7 oa n]. 
这 样 , 类 似 定理 6.9.2 的 证 明 有 (6.9.7) 成 立 . 注 意 到 > 是 z 的 伴随 
数列 ,由 stolz 定理 可 知 
Ai 


Ta = lim 
nee (27 — 2)! 


lim 3755 < lim 3 


= OG 
+ 
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Dp: . -1 
limAaY ln = = limA g = 0. 
Tn non 


对 {6.9.1) 求 和 和， 出 有 
A 


一 [yr >> (i-nth — nt Ee Ci =H tm 2i) og £; as n 


Ce = DAYS 


Ay ys 


AY — A x, 


m- -itl)elk-itm- 24 
-1) > > (Rit) 


Sy a ny tien - ntm- 2+1) 
[Al limA¥ “22, = 00, finr fC, bn 7), FRA 


> nln bln — on) = o, 


HHS, 假设 (6 9. 8) 和 (6.9.9) 成 立 . B A Q ele BE 6.9.2 一 样 ， 
Tin) = mn” 我 们 仍然 分 三 种 情况 :p=0,0<<p<1 和 p>1 来 讨论 . 
如 果 pe (0,1)， Mr 


Din) 1-p ~ 
Gp < br, PG J > 一 4p wn M, 


D GME DeU Mim D < PID. 
定义 


(Tr), = DM), Nxun< M, 
(Te), = PEPIN n) -各 


| 1 
DA 
-一 人 一 Ny ote 7M 


类 似 于 定理 6.9.2 的 证 明 可 知 工 在 只 有 不 动 点 上 " 且 


> 306 - BAR MPRA AEH RAE 


+ = 
x, + Bry: 
7 
n”? 


lim 


H +G 


30+ PD.) 1 peg; (ert) 
= 5 im (27 —2)t A. m EDL EEE PESE 


: ty + Reyes — — i -LPR IJEY > _* 一 - 
lim 1 = Tim (3; — iyi Fixi) = 0. 


由 引 理 6.9.6 2 


lm 4 =, (6.9.10) 
iz, 是 z> PTRS T A A AY te > 0, AY e* <0, Be 
JAV ii) SATE Rs]. TEER RARE KATER. 如 果 


由 引 理 6.9.1 可 知 rR * 0). RA (6.9.6) RI, ATT 
(6.9.8). 从 而 知 r EE (œ,0), WEHE. 


6.9.3 ”奇数 阶 方程 的 存在 结果 


对 于 m 是 奇数 的 情况 ,我 们 将 得 到 四 个 结果 .前面 的 三 个 分 别 
类 似 定 理 6.9.2, 6.9.3 和 6.9.4, 它 们 的 证 明 方法 也 类 似 . 
定理 6.9.5 mi APH 是 超 线性 或 次 线性 的 ,如 果 (6.9.1) 有 
一 个 解 属于 OC, = ) 对 某 -一 E11,2,…, a OA WAAR 
c > Od 79 
deren —g)*} < ow, (6.9.11) 
FS ipa th RE 
IERM FEH 6.9.2. B 和 EH 6.9.2 一 样 ,Pa ) = n?, 
4 Pe lO,DM, eM 
(Te), = DI(M) Nn <M, 
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1 In 1 al y-17! 
4 一 3241 一] 。 ~ 
十 >, ` _ ` H? 7 (CF glen = M; 
‘an poets - id Le dy 7M matt 
“p> LARD aE OL 


(Tx), = 3DU Pen) - T(n) Nn <M, 


1 
P p(M)™! 


Ta, +r 


(Tr), = 2H SBOE ) 一 


上 ` > aan NS E TOM st- „Jn >M. 
Py ; Meer, 7M 


定理 6.9.6 m EARS gan 性 或 次 线性 的 .如 果 (6.9.1) 有 
解 属于 OC ,0) , 虽 
Son” Yin, cln =o)” 1) < œ. (6.9.12) 


EEI a ER A. 
定理 6.9.7 om JAAR, f 在 (0, LATA BRE, OR 
(6.9.1) 有 一 个 解 属于 OC = ,0), 则 对 于 正 数 a.2 有 


Sh Fn aln — oP) < o, (6.9.13) 
nl 
DS "fn btn -a)l = œ, (6.9.14) 


a=th 


相反 ,如果 {6.9.14) 和 (6.9.12) 成 立 , 则 (6.9.1) 有 解 属于 O ,0). 
定理 6.9.8 产 是 奇数 ,了 是 超 线性 或 次 线性 的 .如 果 (6.9.1) 有 
一 个 最 终 正 解 收 敏 于 基 正 数 a, 则 有 “>0 使 得 


don flac) < o, 
z—f) 
Feet ap At Be. 
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8B ,上 0 的 选取 同 定理 6.9.2, 一 样 .T(x)=1. 当 peE10,1) 时 ,定义 
(Tr), = DND, Nun <M, 


(Ir), = DU +t 2 pe + EOG, Yn M; 


“p> Rt, EN 


(Ty), = SOU +p) _ mM ONS n €M, 
(Tr) — 3D(1 + p) - L i+ Tp AT x Y} n M 
77 2p E ndt p 看 十 工 “可 5 —_ ' 


其 余 的 证 明 类 似 于 定理 6.9.2. 
$6.10 tia 


$6.1 的 内 容 是 Cheng 在 1984 年 在 [11] 中 给 出 ,$6.2 则 选 自 
[111 一 115] 的 部 分 内 容 , 但 有 些 结果 不 完全 一 样 .86.3 中 的 定理 请 
Zhang 和 Cheng 的 [116].， § 6.4 HIN AWAL Liu A Cheng 的 [121 ] ， 
有 关 这 方面 的 工作 也 可 看 [120] 和 [122]. $6.5 的 内 容 请 参阅 Wong 
和 Agorwal. 285%. $6.7 见 [124],r125] 和 1126]. 而 $6.8 中 的 结 
来 是 L124] 的 部 分 内 容 .$6.9 是 由 Li, Cheng 利 Zhang 在 [127] 中 得 
到 . 
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存在 性 与 不 存在 性 | 


ASP FRR RIENI AWE ER 
概念 及 其 分 类 , RRA AAH RE. AA 
的 详细 论述 ,读者 可 参阅 Cheng By 1128]. 


$7.1 热 方程 的 行 波 正解 


由 Newton 冷却 定律 ,可 以 导出 离散 热传导 方程 
ut!) — xf? = A 一 us )+ EPN 7 un’), (7.1.1) 
其 中 >>0 为 冷却 常数 ,n EZ 是 空间 变量 ,: 是 非 负 整数 为 时 间 变 
g. 
方程 47.1.1) 可 以 写成 一 般 的 形式 
a? = aul) + bul? + cuon E Z EN, (7.1.2) 
HHR a,b,cER. 

对 于 方程 (7.1.2) WRA ee BHP AB pO 。 , 则 用 (7.1.2) 
BEWA eP], uP +, EE, (7.1.2) 解 的 存在 性 与 唯一 
性 是 显然 的 . 

方程 (7.1.2) 形 如 

uh? = oln- pt).n © Zt >0,p EZ, (7.1.3) 

的 解 称 为 《7.1.2) 的 行 波 解 , 其 中 o 称 为 行 波 的 速度 .本 节 中 就 是 寻 

找 (7.1.2) 的 行 波 正解 的 存在 条 件 , 给 出 了 如 此 解 存在 的 充 要 条 件 . 
将 (7.1.3) 代 入 (7.1.2) ,我们 有 
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p(n — æ- p) 
=ag(n — at —1) + de(n — pt) + cela - pet). 
&:k=n- a WA 
plk — o) = aplk—1) + bp{ Rh) + cg lk +1), k EZ. 
由 定理 2.1.1 可 知 ,如 上 方程 有 正解 的 充 要 条 件 是 特征 方程 
CACHI + BAP + aa 1-1 = 0 
AIEI A. AE, A (7.1.2) 有 正 的 行 波 解 当 旦 仅 当 有 
uP =a" eine Zon € Zt 0a > 0. (7.1.4) 
tH age Ae PR AOE RPE TAR AS 
当 p22 时 ,特征 方程 可 变 为 
h(a) = cA + bah + -1 = (7.1.5) 
定理 7.1.1 = 9222, 1 (7.1.5) 有 正 根 的 充 要 条 件 是 如 下 条 件 之 
SAY (l)e 0; (2)¢ =0,8 >0;(3)c =0,5 =0,a >03(4)¢ =0,6<0, 


pdl 


JF KESE (7.1.6) 


p—1)F? 
(Sje <0, a >0, Pla, b,c o)l; (6)c <0. a0, b 0? 4ac lp - 
1), Fla Oye „oll ,其 中 


1 _ 
ip oe 


_ 7 ra) 
Vla,b,c,p) = zoal arle + b o* — 4aco* + Jac | | 


x (= opt ay lip + Vp = Face? + dae |+ 20). 
证 明 首先 ,4(0)= 一 1, 考 虑 cc>0,c=0 Al <0 SARA. 
A ¢ >0,Allimh (A) = 00, BIR A (AA TEAR. WR <=0, 则 
ACA) = DAF + ade ! ~ 1, 
ie SiS b >0,5=0 Fb <0.6>0 0 h(a) BRAM. WF b = 
OAAS ade"! 一 1 这 时 六 (4) 有 正 根 当日 仪 当 a >0.5<0 时 ,注意 
到 有 (0)= —1, limk(A)=—, 


87.1 热 方 种 的 行 波 正 解 * 311 ， 


VO = eva ea. g), 


XA ACA RAAB A =0 A AS- ee .如 果 2 <0,a,,A,<0, 
By A’ (A)<0,4 (A) 45 4] EA R. WR a >O, WM A, > 0, MAT AE 
(O,A2) A CA} >O0,A€ (Ag, + OI ACA) <0, A) ARAL 
_ of prolyl 1 
h(As) = a - poh 

因此 ,ec =0,b <0 H, ACAD RM ERY ARMY ACAD) SORIER 
(7.1.6). 

如 果 ¢ <0, Xf limh (A) = — 0 

h(a) = clot 1Me-2012 + E oes tS. 2—1), 
KONAI 

— | _ 
产 ! = 5p + Loe = bap — łac (p° 一 D], 


m = ag [bp +V bp? — hac = 1) J, 
AY 6 去 2, 还 有 根 Ha. 
现在 分 a >0 Al a <0 两 种 情况 . 如 果 a >0, 则 有 0L 
#2,H AE CO, po BE ACA >OLA Efu, ORT ALA) <0, A ACA) 
有 最 大 值 


hlp} = ats ‘(buy + 2a) — 1. (7.1.7) 


这 时 a (4) 有 正 根 当 且 权 当 hlu) 20. BI: Y(a, b,c, 0) 221. UR a 
0, TERRE 67 KA 9? — Lac 时 ,pt 和 po 是 复 根 .因此 ,要 求 5p? 
BAC’ — Vac RAA O< p< pp BAEC (0, BT ACA) <0,AE 
(aip) BT ACA} > 0,4 E (po, A (A) <0. AE, EO, 00) E 
ACA) RIE h (DW {7.1.7) 定义 .于 是 (7.1.5) AER YB IY 
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h( p>) 220. UE. 
44 p= - 2H REA RUS 
HOA) = A ri A? - BA -— a = 0. (7.1.8) 
ER (4 ) 具 有 对 称 性 .因此 ,类 似 定理 7.1.1, 我 们 有 如 下 结果 ， 
定理 7.1.2 WE p 委 -2, 则 (7.1.8) 有 正 根 的 充 要 条 件 是 如 
下 条 件 之 一 成 立 :Ci a>0; Cia =0,6>0;( iia =0,6=0,c> 


atl 
0 (İV ja =0, b <0, c=- p(z) © (Vv a<0,c20, pla,b,ce, 


pæl; ( Via <0, c <0, 5 p 24ac(p?-1), pla, b,c, p)1, 
其 中 


十 


pla,b,c,p) 
- | 2ale=1) _ -一 | vee —Aacle" 1) — 6 Vbag — dac(p* - 1) -b i == 一 
y bao” ~ 4ac (o ~ 1) - 1) — bo 


定理 7.1.2 的 证 明 类 似 定 理 7.1.1. 省 略 . 
4 p=1 时 ,特征 方程 可 写 为 


cA*+BA+t+a-l1=0; (7.1.9) 
当 p= 人 0 时 ,可 写 为 

cA +ib- 1Ara=0; (7.1.10) 
而 当 p= 一 1 时 为 

Ce -la*t+bta = 0. (7.1.11) 


这 些 方程 是 二 次 方程 ,因此 直接 有 如 下 结果 . 

定理 7.1.3 p=1, 方 程 (7.1.9) 有 正 根 的 充 要 条 件 是 如 下 条 
件 之 一 成 立 : 

(1 Je =0,4€a—-¢) <0; 

(iljc>0,6>0,a<1; 

( Ñ je >0, 60, 04c(a —1); 

(jvc <0, b <0,a >l; 

( Ve <0, b20, b 4c(a — 1). 
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定理 7.1.4 A (7.1.10) 有 正 根 当 且 仅 当 下 列 条 件 之 一 成 


Et 


(į Je =0,a(b-1)<0; 

(lie >O,b621,a <0; 

(Ï )e>0,b<1,a S(b- 1) 4e; 

(iV )c<0,6<1,a>0; 

(VI)c<O0,b>1,aS(b-1) Ac. 

定理 7.1.5 方程 (7.1.11) 有 正 根 当 且 仅 当 下 列 条 件 之 一 成 


Et 


(i c=1,ab <0, 

Ci dc >1,620,a <0; 
(jijce>Pla<lasé’*A4e-1); 
CNW)c<1,650,a >0; 
(V)c<1,b>0,a28*/(4c —4). 


$7.2 热 方程 有 界 正 解 的 存在 性 


对 于 热 方 程 (7.1.1) 如 果 加 时 滞 项 , 则 可 变 为 更 一 般 的 方程 
aft tt) = ou 十 pul? + yu + gui, (7.2.1) 
RHP rEZ EN, o 是 非 负 整数 ， 

给 定 初始 条 件 x ,一 ao 二 1 所 0,n E Z, ,同样 可 逐 层 求 出 双 标 序 
Ball ,该 双 标 序列 u= uP ln EZ,t=—o,-at1,... RA 
《7.2.1) 的 一 个 解 .这 样 的 解 如 果 有 某 一 非 仙 整 数 人 使 得 ft 之 了 时 对 
nEZ A ul >0, Ru 是 (7.2.1) 的 一 个 最 终 正 解 .一 个 解 的 第 : 层 
BAS EAP |... eed? ,af ,...|1 ,把 它 用 列 向 量 u 
记 , 这 样 ，(7.2.1) 的 解 可 看 成 向 看 序列 ju 1 _, .这样 的 解 满 足 
ASH [a] BAR 
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itt) _ yi? — Ay! 4 qu? yt EN, (7.2.2) 
其 中 A 是 一 个 三 对 角 泡 限 矩 阵 , 它 满足 a =8,4;,-,=a Ma; ;4, 
=y, E2, HEMMER. 

一 个 向 量 ve 到 如 果 其 所 有 分 量 为 正 ,我 们 称 其 为 正 向 量 , 记 为 
Vv 之 0. 因 此 ,(7.2.1) 的 一 个 最 终 正解 是 指 1v'n | 最 终 为 正 . {7.2.1) 有 
一 个 最 终 正解 当 且 仪 当 (7.2.2) 有 最 终 正 解 . 

WR A ZEA 的 特征 值 ,而 wv 是 其 对 应 的 特征 向 量 ,这 时 有 

Aw = Av, (7.2.3) 
设 | -。 是 标量 善 分 方程 
Tr X= Àr, + qr st EN (7.2.4) 
的 一 个 解 , 这 时 显然 有 
TLU T ERS ALE t qe, 
= rA + dz,_w,t EN, 
即 xe} 是 (7.2.1) 的 一 个 解 . 

定理 7.2.1 MA AEE A, 是 其 对 应 的 特征 向 量 日 
(7.2.4) RE jx, |, 则 (7.2.2} 有 解 wl. 

由 此 可 见 ,为 了 寻找 (7.2.2) 一 个 最 终 正 的 有 界 解 ,只 要 寻找 4 
和 2 的 有 界 向 量 使 得 其 满足 (7.2.3) 及 (7.2.4) 的 一 个 最 终 有 界 正 
WE. A=a+B+ y 和 v= {li 显然 满足 (7.2.3). 接 下 来 考虑 方程 

X= (at P+ ¥)x, + a tt EL. (7.2.5) 
Sin =s 0<s<1, 为 (7.2.5) WEERA. WA, 
ST ~AtatrBiys-¢g=0. 
这 只 要 寻找 如 上 方程 在 (0,1] 的 根 即 可 . 一般 地 ,考虑 方程 
Alt) = st) 4 as" +h, s ER. (7.2.6) 
当 o=0 时 ,(7.2.6) 有 唯一 根 s= ~a -5. 这 时 (7.2.6) 在 (0， 1] 有 
根 当 且 仅 当 一 1 所 a + 5<0. 如 果 o>0, 注 意 到 ,hh (0) = 6, limh (s) = 


co. ATIR b<0 Rt (7.2.6) 有 正 根 . 这 时 (7.2.6) 在 (0， 1] 有 正 根 当 


$7.3 SARREN RK TE WEE - 315 - 


Aim aC) =14+ a+ 650. mE 6 =0,.(7.2.6) 48 0 H- a, kt 
(7.2.6) FE(0,1 1 #8 4 BEN -1<a <0. WE b >0, a 220, (7.2.6) 
EE. 4 b>0,a<0 Bf, A O ARMEA s* = -asla +i), 
a _ _ 【 一 als 
ACs*}=6 Cot DAT 


这 时 ACs ECO, LA RY AY 


(- atla 
dS +1)! 
H 
a  ~— agd 
O<¢ = 了 县 
于 是 有 如 下 结果 : 


定理 7.2.2 当 c=0,-1<a+p+y+dqgs0, 则 (7.2.1) 有 有 
界 正解 .如 果 ">0, 或 者 0<a + B+ ys 一 且 - tat pry)? le 


(o+1)7*! 


a+] 
sa <0; mA -1<a t+ B+ y<0 B- Heter cy 


lat Pty); MB at PreyS-i AO<¢<-(a+B+y), Mill 
(7.2.1) 存 在 有 界 最 终 正 解 . 


$7.3 象限 偏差 分 方程 最 终 正解 的 存在 性 


前 面 我 们 已 经 讨论 过 时 洁 差 分 方程 
Earl ~ Tp t+ Plade,.. = On CN. 
它 的 一 个 自然 扩充 则 是 方程 
Tmttia 十 enti T Eom t PUM, A) E-an- = 0m, na EN, 
(7.3.1) 
ARS PAG AS EH EC 7 3.1) SS TE ARR EE. 为 此 ,我 们 也 需 考虑 
对 应 的 差分 不 等 式 


(316 ' CE RÆNT EE RE SE 


Zmtion + Em n+l — Lom + POM Ayo ne SO mn EN. 
(7.3.2) 
Ho Ale SET BR, plm, n) | ERPS. (7.3.20 “MR 
基 指 双 标 序列 2 = | tm Imo, nse | RE (7.3.2). SO a RA 
MAIN Em EM, n EN DA tn 220, DUK | en | 是 (7,3.2) 的 最 终 
正解 .方程 (7.3.1) 的 一 个 最 终 正解 显然 也 是 (7.3.2) 的 一 个 最 终 正 
W HAE, iR i dm E (7.2.3) 的 最 终 正 解 ,HH 设 mM 一 CnN -r 
时 .zw > 0. (7.3.2) BRA 
Ta 十 -Dean+l 一 Lom = O,m 2 Min N. 
AA Ti aF AN Al Som = Emt ln Eror P Å Eyn = F, Em, tl = Eom SATA Km 
HR n FEIE. (7.3.2) 0 F 
NA Emn 之 Gatinti Y PCM, nay genes yn © N. (7.3.3) 
从 (m,n) 到 2 对 (7.3.3) RA, WA 


= 
A ÅT = ` Titl, ytl ip 5 pli „I)E; F-a, jT’ 
} 


Crh = im, n) irr) = Cn Td = ty 


因为 


31 


a} at m 
> 
> AMA, = DAT 341 一 Aza 
Lagj Can) i-m iF 


7 > Aza = 一 thet Ly + Erm SS Lym- 
因此 有 
Lm D magat > 站 人 -or (7.3.4) 
mM, nN, 设 EAB 
| Ynn |77 =M-g, nN- r! 
组 成 的 集合 ,在 其 上 定义 算 子 THF: 
CTY) nan 一 > | + > PU Yio joro 


tdi kmn) g= im, ed 
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maz M, n ZN, WS, CTY) = aay. 我 们 按 如 下 方式 定义 序列 


| 人 


tm mo Min EN, 
yy = poe = 

IM FLEE, 
A 

yD = Typ EN, 

Hi(7.3.4) 4 

OS MTP <M? yO mS Min SN, 1. 
于 是 有 w (Pi yw, CWE 


a 


Thy = ` What j+] + > PUP) ro joes (7.3.5) 


Cisjcotm.a} 【二 


nM, n ÆN. IESP ww, = amv. 两边 求 偏 差分 可 知 z 是 (7.3.1) 的 一 
个 非 侍 解 .如 果 minile, r) >0,p(m.n) >0, BR A7.3. 5M w BE 
的 ， 

定理 7.3.1 ip(m,n) 是 正 的 双 标 数列 ,oc 和 非 负 且 mnie, 
7) >0, 则 (7.2.1} 有 最 终 正 解 的 充 要 条 件 是 (7.3.2) 有 最 终 正解 . 

如 果 pim, n= p20, (7.3.2) FER 

Tmtlsn + Tantl T Hm t+ Ptm—e,n-1 0. (7.3.6) 

他 


Jon = (=) m 2 一 oy Ht at Ta 


4 是 一 个 待定 常数 ,如 果 要 y 为 正 ,显然 A 之 1， 


1 一 min 
Yat lyn + Naat 一 ¥en 一 一 (1 32) 


| I-A ett ie m+rn-g- rT 
人 


Jp 一品 ,对 一 tt 
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如 果 


1-—aA a+r 
4 (全 = P, 


NW oy SE (7.3.6) 的 一 个 正解 .而 


asear atr 
BAAT rt De 
因此 
1 (a+ ri 
< ee A E a 
PSS gori (o + rt 1yr 
ajk a cfo, i. 


注意 到 定理 7.3.1 的 证 明 ,我 们 会 有 如 下 比较 定理 ; 
定理 7.3.2 如果 


O< plm, O S Plmin) OX eo OX ter 


H minfa, r) >0, 
Ymtl,n + Yn, T Yom + PUM, n) yon-e &O, 
存在 最 终 正 解 , 则 (7.3.2) 有 最 终 正 解 . 
由 定理 7.3.2 及 前 面 的 讨论 可 知 . 
推论 7.3.1 on 3.1 的 条 件 成 立 且 
fo + rtn 
Mn EN, 


< r (gs + r + 1) rtl? 


则 (7.3.2) 有 最 终 正解 ， 


$7.4 常 系数 偏差 分 方程 的 振动 性 


本 下 中 将 考虑 两 个 常 系数 偏差 分 方程 


1 ,7 十 bu, j+l 十 CHa = O,i.7 € N 


plm n) < 


Wilg] + ality + bu; ji + cuy = 0, EN, 


(7.4.1) 


(7.4.2) 
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的 振动 性 . 
7.4.1 三 点 两 系数 方程 


方程 (7.4.1) 是 一 个 三 点 两 系数 方程 ,其 中 5 和 c 是 实数 . 显 
然 , 在 (7.4.1) 中 我 们 将 要 求 640; 否则 , (7.4.1) 将 变 为 常 差分 方 
程 ,因为 方程 (7.4.1) 可 以 写成 

Mitt, = — Èl; j+ ca EN. 
因此 ,给 定 初 始 条 件 ed ,jEN, 可 以 唯一 确定 (47.4.11) 的 一 个 解 . 而 在 
(7.4.1) 中 要 求 5 了 关 0, 类似 地 给 定 初始 条 件 wo, iEN, 同 样 可 逐 项 计 
算出 (7.4.1) 的 唯一 解 ， 

三 点 两 系数 方程 也 是 象限 方程 . 如 果 (7.4.1) 的 一 个 非 退 化 解 既 
不 是 最 终 正解 也 不 是 最 终 负 解 , 称 其 为 振动 解 . 

引 理 7.4.1 ”如果 5 天 0, 则 以 > 和 也 为 变量 的 代数 方程 

z+ dw+ce=0 (7.4.3) 
无 正解 对 的 充 要 条 件 是 b> 0, c20. 

证 明 2>0cs0 时 ,(7.4.3) 显 然 无 正解 对 .因为 对 任何 的 正 
Rew Act mete >0. H, MR b <0, c10, (7.4. DA x 
=lw=—e€cti)/; WE 6<0,¢<0 ARM z= (bte) Aw 
=1; m 6>0,c<0 WARY r= - AA we 一 c/(2b). Wee. 

定理 7.4.1 ”如果 6540, (7.4.1) 振动 的 充 要 条 件 是 b >>0， 
c20. 

证 明 如 果 5<0 或 c<0, 由 引 理 7.4.1 可 知 方程 7.4.3) 有 正 
FR xq Fl wy. 而 wg = 加 wb 就 是 (7.4.1) 的 一 个 最 终 正解 .相反 ,如 果 
>0,c=0 时 方程 (7.4.1) 有 最 终 正 解 1 | .不 失 一 般 性 ,可 设 ij 
220 时 .省 >0, 从 而 (7.4.1) 的 左边 最 终 为 正 ,这 是 一 个 矛盾 .证 毕 . 


7.4.2 四 点 三 系数 方程 
方程 (7.4.2) 我 们 称 其 为 四 点 三 系数 方程 . 它 可 以 写成 
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Hastit] = ali]; — Ott, jay — Chey. i. J EN 
因此 ,给 定 条 件 
uy = Oo CN, 
tig = Wi CN, 
及 相 容 条 件 po = 更 0, 可 以 唯一 确定 (7.4.2) 的 解 ,注意 到 a = c =0 
或 者 5=c=0 时 ,(7.4.2) 变 成 一 常 差分 方程 . 因此 ,将 假设 la| + 
le|>0,181+|el>0. 
3138 7.4.2 。 如果 |a| + 1c|>0,15|+|c|>0, 则 方程 
zao t+ art fete = 0 (7.4.4) 
无 正 根 的 充 要 条 件 是 a20, b20, c20. 
WEAR 如 果 a0, b20, 20 ER Blal+lcl>OmMts| + 
lel >OW Ml a,b,c 二 个 数 中 至 少 有 一 个 不 为 零 .这 时 对 任意 的 正 
数 对 = 和 ww 均 会 使 (7.4,4) 的 左边 便 正 . 相反 ,我 们 分 如 下 情况 讨 
论 : 
(la >0,620,¢<0,(7.4.4) EÑ 
z= —e/(2a),w= - ac/(Qeb-c); 
(2a -0,64<0,c<0,(7.4.4) AW 
z= —-bA-c/(2a) ,w=a: 
(3)a >0, b <0, c20, (7.4.4) 8 th 
z= —-6,w=a-2c/hb; 
(4)a=0,520.¢<0,(7.4.40 448 
z=6+1w=—¢/(26+1); 
(Sa =0,6<0,c>0,(7.4.) 0A 
z= ~&6/2,w>= —2¢/b; 
(6)a=0,6<0,¢<0,(7.4.4) 4 #i 
z= -26,w=c/b; 
(F}a<0,6>0,c<0,(7.4.4) AH, 
z=b,w=-~-a/2-¢/(2b); 
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(Ba<0,6>0,c20,(7.4.0 AR 
e=-a/‘etlCab—c)/a,w= -a/?: 
(WDa<0,6=0,c<0,(7.4.) A 
z=-~-c,w=-atil; 
(10)a<0,6=0.¢ >0,(7.4. FW 
z5 eA 二 
(It}a<0,6<0,c>ab,(7.4.4) 4 #8 
z= -bA w= -—c/b+(ac-a)/b; 
(12)a<0,6<0,cSab,(7.4.4) HHR 
z= —2b,w= ~a-—(ah—c)/b. 
定理 7.4.2 如果 |al+ilcl>0,15 +|ci >0, WFE 
(7.4.2) 9B FEF a 220, 6220, c20. 
WERE NA. 


$7.5 平均 技巧 与 振动 


本 了 中 将 利用 平均 技巧 讨论 一 些 振动 问题 . 


7.5.1 强迫 振动 
考虑 方程 
AAA 后 十 SET) = foi © Nt, (7.5.1) 
及 伴随 条 件 
Azio = g;,1 EN, (7.5.2) 
Aju, = hi,i EN, (7.5.3) 


其 中 f= (Sob. le) Mf: EKRA, g 是 N+ xN+ XR 上 的 实 值 函 
数 , 易 知 , 如 果 给 定 7, 则 (7.5.1) 一 (7.5.3) 有 解 uy [EFF wo = y. 
设 ww= jwi JEN WAFER Tii + pT 
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时 ,zw >20. 这 时 称 w 最 终 为 正 .最终 负 的 可 类 似 定 义 , 设 1! 是 
(7.5.1) B— TR FER PE U; 


M ; 
a KTZ tinen EN’ (7.5.4) 


注意 ,(7.5.4) 是 一 个 平均 技巧 .容易 证 明 


U = 


ACtn + IU) 一 HD,n+l + Dy Makes 
点 一 中 


Ala + 1)U,) = 名 an 二 Al tnsta 十 >) Mody pg 
2=0 


假设 是 glij a) hp) i jl, u ER, D0,nEN,w Æ 
(0,00) FASSE T MRR RE, (7.5.1) BT AT 
{nt 1)U,) + n+ Dp0(U,) <G,, (7.5.5) 


对 所 有 大 再 成 立 ,其 中 
G, = Bail + atl + SA-ren € N*. 
k-i 
确实 ,由 (7.5.1) 有 
AM g 一 一 qin 一 RRs Wk) + 六 
= Pp Hn- e) + fa- —$, $ 
— (n+ 1)p, Peha) + fae kde 


利用 (7.5.4) 则 有 


ACn + 1)U,) SS Epl + Piast ~~ {n + lipp (U,) + 2 fra. 
ka 


因此 ,我们 有 如 下 结果 . 
定理 7.5.1 如 果 有 非 负数 列 |p | AIO, ©) ERS ee 9 ,使 
得 
a(i,j.u) Pp) ,i z], u > D, 
H (7.5.5) 无 最 终 正解 , 则 (7.5.1) 无 最 终 正解 . 
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由 于 (7.5.5) 是 一 个 二 阶 差 分 不 等 式 , 我 们 已 在 前 面 纵 出 讨论 ， 
因此 ,利用 (7.5.5) 的 不 存在 性 自然 可 得 到 (7.5.1) 最 终 正 解 的 不 
存在 性 , 如 果 再 对 ¢ 做 适当 的 限制 ,我 们 也 可 用 平均 技巧 来 讨论 
(7.5.1) 的 最 终 负 解 .从 而 ,(7.5.1) 的 振动 性 可 给 出 . 


7.5.2 全 平面 振动 


A> 
S& ={G AE Fl lil+ lel= R12 EN, 
称 Sk 为 天 的 一 个 下 一 球 . BRESLIN, he RATA, 
0), (—k,0), (0,0, — 2) ,把 它 记 为 G. 
考虑 方程 
Lugt galiju) =f, GEL, (7.5.6) 
其 中 ,L 是 一 个 离散 Laplane 算 子 
La = ugar; + Wier t Mii, + th j- — 4uy- 
G#OAXREARARH AEP 上 的 实数 列 .一 个 实数 列 
i 上 pew 满足 (7.5.6) 称 为 它 的 一 个 解 .如 此 的 解 ,如 果 有 天 使 
FAK (i, J) E S, 时 ,wj >0, RRA (7.5.6) —Tb RATER. 
引 理 7.5.1 filo pe 是 一 个 双 标 实数 列 , 则 对 于 eS] 
时 ,有 
> by =3 do ug t+2 D ag 


(NES (EG, GAES SG 
1 
-4 人 
(PES) CNEL» (NES Cra 
证 明 注意 到 和 
2 Lay 
(wes 


k+l 


只 属于 S.Sn Sa CRAN. AEB GESAG 上 出 现 两 次 ， 
(GEG EWH=K,S,.> \ Co LEMMIK, Grt HR, 
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证 毕 ， 
et if 一 EA | , S 
U, = > k B0, (7.5.7) 
Sel TEs, 
其 中 | S| 表示 S 中 点 的 个 数 ， 
引 理 7.5.2 u 是 (7.5.6) 的 一 个 解 ,UU 由 (7.5.7) 定 义 , 则 有 
4[ 2 — 4k + DU + CR + 2)U sate y G(i,j,u5) 
PES 
= Vh- Mw- B um, kÈ] (7.5.8) 
CEM, Ce Cy (ONES Vhs 
和 
4[2kU, — A(R + DU + 20k + 2)U,.2 J 4 2 MEA 
rT) 所 + 
= X) + 1 (7.5.9) 
CES fr. Wee, i HEC 


证 明 对 (7.5.6) 在 S RAM, 并 利用 引 理 7 5.2, 有 
- > at Dy A; 


(PES, | Crete SY 
= Be Dd >) u- Dau 
ty ANG, Sat Sao Cyan Che 
= 22u -437 +220 ut+ Žau- Sy 
Sa Fpa aea 
= = 2| slu -= 4| Seri | Upar + 3| Ske + duu 一 Du 


te (te 


= 8| AU, - 20k + DU + (k +2) Ups ] + Dau — Dp a. 


这 正 是 (7.5.8) . 类 似 地 ， os 

“gat Ue 

+2 dye et Su 4 Sut Dus > u + >» ti 
3,45, É` 


Seay ee] Siaz Gag Sher \ Gag 
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= 2u -4J ut Dut Siu + > u 
5 Spal Saa c; Saat pea 


= 4[2kU; — 4(k + DU + (B+ 2) Ue J+ Doe + Sou. 


G 2 
这 是 (7.5.9) .证 毕 ， 
(Hai wel il + De QHFG DEL Al zz0 成 
Ww CP p ÆN ER, p E0, ©) SES RK. 
ROR CH, Bee u= 1 是 (7.5.6) 的 最 终 正解 . 由 Jensen 不 等 
式 可 知 


Si = Dadil +lil delay) 
S, S 
S 


=> p, | S| @(L%) 
= 4kp,p(U;,). 
id 


这 样 ,由 (7.5.6) 有 
4[2(k ~ DU 1 — 4U; + (k +1)U-1 + 4khol U) 


<4kF,, & 22. 
于 是 ,我 们 有 如 下 结果 : 
定理 7.5.2 BIHE, u= {uy} 是 (7.5.6) 的 最 终 正 解 ， 
则 
2(k — DU — 4kU, + (tk+ DU + Ae lig) < AR 
(7.5.10) 
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有 最 终 正解 . 

(7.5.10) 可 以 写成 

A2( Ck — DU- 28U, + (k — DU + Re UU) < AP. 

类 似 地 ,我 们 也 有 下 面 结果 : 

定理 7.5.3 ”假设 (本 |) 成 立 ,wx 是 (7.5.6) 的 一 个 正解 , 且 当 
i 0 时 A? pO, 7 所 一 1 时 Apu 20,7220 WY Anuj 0,7 — 1 AY 
Apuyjo20,U, 由 (7.5.7) 定 义 , 它 满足 弟 推 关系 

k — DU, j- 48U, + 202 + I)U + Ae Ua) < RFG. 


(7.5.11) 
(7.5.11) 可 以 写成 
207((k — DUI)+ kapl U) 二 RE， 
或 者 
2A(k (lk — DAL -1)+ k ppl U) < BF. 
7.5.3 ”抛物 型 方程 
考虑 抛物 方程 
Mou; = aj AT 4 — qf tij ol Signa yen, 
(7.5.12) 
其 中 o 是 非 儿 整数 ,a, >0,JEN, 是 R 上 的 实 值 函 数 .给 定 条 件 
ty + aft), = 0,7 EN, (7.5.13) 
n+l j + Bia; =O, EN, (7.5.14) 


其 中 a; + 1220, 8+ 120,JEN. 这 时 ,如 果 再 在 [0,n +1] - 2,0] 
给 定 初始 条 件 o = lor], 则 (7.5.12) — (7.5.14) 存 在 唯一 解 |u;!， 
使 得 (i ,站 EL0,n+1]Xx[~-o,0] 时 有 wj = py. 这 是 一 个 偏差 分 方程 
的 初 边 值 问题 ,假设 (i,j 站 Ef1,n]xN 时 9220, Q = ming jE 
N. 了 是 (0,co) 上 的 非 负 非 减 凸 函 数 , | wi} 是 (7.5. 这 ) 的 最 终 正 解 . 即 
有 工 使 得 (i ,站 全 [i,njXx[T,co] 时 wj >0, 由 (7.5.12) 可 知 
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law = BS Away — wie) 
REL FH, 于 是 有 
> Wf 0) SOF De) 


因此 
dw + Qflw_.) KOEN, (7.5.15) 

其 中 

于 是 有 如 下 结果 ; | 


n] xN E 上 sa ROS) 一 
(7.5.14) 有 最 终 正 解 , 则 〈7.5.15) 也 有 最 终 正 解 ， 


7.5.4 MhBAR 


考虑 双 曲 型 山 差 分 方程 
Sut —- Mea, alijs) =f, Iisa, 
(7.5.16) 
及 伴随 条 件 
Atoy = 8.) 9, (7.5.17) 
Alin, = hj 0, (7.5.18) 


其 中 fy}. lel MA, ERM, g elle | XNXR LAR. 
给 定 

Y= 二 = 0,11, 
A] ASE (7.5.16) - (7.5.18) 的 唯一 解 . 令 


= Pw, FEN. (7.5.19) 
r-l 
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定理 7.5.5 假设 (i,7)E[l,n]XxN,uER 时 有 qli j, u) 
polu) FOP p20, p 是 (0,0o) 上 的 非 负 凸 隧 数 ,wj 是 (7.5.16) - 
(7.5.17) 的 最 终 正解 ，U; 由 (7.5.19) 定 义 . 有 

AU 1+pp(U) SE 
最 终 成 立 , 其 中 
F, = 11S thal. 
证 明 对 (7.5.16) 求 和 并 除 以 ， 则 有 
h 


2 _ -E = Í z G(i,j,u;,) 
Ua = BH Se SG) 
i=l i=l 


由 g Flo 的 凸 性 可 知 结论 成 立 .证 毕 . 
37.6 椭圆 型 方程 


考虑 方程 
Luj + Guta = OV Si SAn St, (7.6.1) 
给 定 边界 条 件 
ty = O = tpp el. (7.6.2) 
这 时 候 , 给 定 初始 条 件 , 可 确定 (7.6.1) 的 唯一 解 uy. 
引 理 7.6.1 设 |wi| 是 (7.6.1) Æ[0,n+1]x[s-1,t +1] E 
的 解 ,Ci ,jE[1,n]Xx[s,t] 时 ,wj >0, 且 满足 条 件 


up = O = Warf ELs,r], (7.6.3) 
zi 一 一 Batis yt € [lx], (7.6.4) 
Anuj, i = tdi, 52 E Lien], (7.6.5) 


AP 021, 8 221,1€ [1,9]. Ci.,)E[1,n] x [s 2] BT # 595, 
则 方程 
Ly, + ws = 0,Ci,7) E [lin] x N}, (7.6.6) 


87.6 MARAE - 399 ， 


wy = 0 = Wyss BIE, (7.6.7) 
在 [1,x)x[s 一 1,t +1] 上 的 解 可 不 可 能 保持 全 正 ， 
WEAR 假设 (7.6.6) 一 (7.6.7) 的 解 v, CGE n) x [s 
1.e+1 JRA uv, >0. dBA, 记 


Bot; al 一 OF as 1 = i = ts (7.6.8) 
其 中 ,6;=1 一 ww s v. MERA 
Ao ty = Ti, l = i = Tis (7.6.9) 


其 中 显然 iE[1,n] 时 <<1, 由 (7.6.1) A (7.6.6) 有 
= vy Afu, + Asa, ,| + Gat | 
— ul Aiu- + Adu, 1 + Qyey] 
= a t-i -7 uy Ary.) + Uy ASU; | 
— uliu y -1 (Qy — Gy) ujoj. 
注意 到 (7.6.3) (7.6.7), WA 


mr 


Dy [wd uA 1 | 
isl 


= Dah | wjAw;—1,, 一 ujgAvw 1 |= 0. 
青 由 (7.6.4), (7.6.5), (7.6.8) 和 (7.6.9), 则 有 


t 
» [vu ~ ujASu,,,-1 | 
+=: 


= 2 ldo 一 ii 


= WA — Hj ,24 Ao Wi + sows 
= (1 — rw- Bue) — (1 — Bus(— Ti) or — one) + un om) 
= (r; = By) tiy + (a; 一 A; ) iUs- 


因此 
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O< 2 S(O- galugu 


r=] pea 
一 > [rs 加 fi) ui + Cg, 一 a; ut, |< Q. 


iL EE. 
现在 我 们 考虑 特征 问题 


Nar, + ax = 0,1 Sista. 


它 有 一 特征 值 


及 对 应 的 特征 解 
7 lO, i=Q.n+1, 
T | sin(in/(n +1)) Iin. 
它 在 [1,n] 上 是 正 的 . 设 y 是 方程 
My t+ (gq Ay = 0,7 1 (7.6. 10) 
的 解 ,类 似 $7.2 的 方法 易 证 u, = ziy 是 仿 差 分 方程 
Mu + Àu + Gey = 0,1 Si Sn, j Dl (7.6.11) 
的 一 个 解 , 且 满 足 边 值 条 件 ao = uncial. 如 果 y, 是 (7.6.10) 的 
一 个 振动 解 ， 则 对 任意 M. A s Me E, Mst, y1 E0, 
Yh SO,AVC(s cA y >0. 50m, if Ay,-)=ay,,Ay,= — By, 
显然 有 a ,81. 于 是 有 如 下 结果 : 
定理 7.6.1 如 果 差 分 方程 


A’ y+ (4, - dsi (3-7) jy = 0,7 21 
振动 . E 


则 边 值 问题 
Niu. + Aju, 1 + Qo, = 0, lain Jol, 


$7.7 PTS A aS ER EE > 331° 


Vo, = Yati d = | 


的 每 一 个 解 振 动 ， 
$7.7 时 沾 偏差 分 方程 最 终 正解 的 不 存在 性 


在 37.3 中 ,我 们 已 经 讨论 了 方程 
Hela 二 二 0 
最 终止 解 的 存在 性 ,本 节 中 将 研究 其 不 看 在 性 ,其 中 o,r 是 非 负 整 
$, (Ao ;是 非 负 实数 列 . 
ROAR (7.7.1) 有 最 终 正 解 ， 则 
Mist, + Mgl T Wy SO 
BARY. TERE usi tty om) ye 1 Kup. 
引 理 7.7.1 Bi wy | 是 (7.7.1) 的 最 终 正 解 ， 


3 Sp 万 + = = M > 0 


对 所 有 的 大 m 和 大 nn Re, 则 最 终 有 
Hymn = MP Wn gn 
证 明 从 充分 大 的 m 和 对 (7.7.1) 求 和 , 则 有 


ha nea utr 
5 

S > aii) 7 + Sus, atita,a — “4am 十 >, D Dator = Ü. 
=mi n+ i=m jFn 


于 是 
Mn 2 D Piia je 2 max| $5 Satay Ss Sa 
=> Mmax | Pm-t.n> m,n-1! - 
重复 如 上 过 程 ， 则 有 
Hym z M no ne: 
证 毕 . 
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定理 7.7.1 we 
m l m-i Aao 
lim LY >) Py S > tA + + 1)2*1 } 


— i 
ta oT L 而 -本 二 


其 中 =2orAte+r) , 则 (7.7.1) 无 最 终 正解 . 
证 明 ”由 (7.7.1) 知 


Hr Fi yet T Hy <- Pylig. 


Hi 十 H; pa ? Hr] + 
py SI- n hit Z1- iil, M: gtl; 2 
Hy Hy 


而 由 《7.7.2) 可 知 ,有 正 数 a 使 得 


1 At Tay 
2* (a + 1977! Sas ot, woe 
m-l nl 4 


ts al AER us jl) | 


而 由 算术 几何 不 等 式 有 
a 3 | | — 2 ( Hitl, +l H 


Zi ， 
fort JA | iy | 
a al u t, 1 
tE +1 /= 
> Sej [T Metin) 
=m 了 一 对 一 1 
m-l aol -L 
— > Mp ] i+ sy i 
= f 
Hy 


r=m a H Tna Ir 


Hin H 


or zi i + 
it it pee 


T— mi T= Hr 


i 


on 一 Hj n-e 


L 
_ | 297 


=a OCT pence thn —a ij 


(7.7.2) 


| ee 
Zar 
于 是 
| Hym Dor — | Hrn | 
! a 2 FE = 7 “| ne! 
0<a<1l 是 显然 的 , 由 不 等 式 
AC t= ee 
t-a 所 | aa Oa snl, 


可 到 


H -lg 
T ZA + 
Hi- gy T d 


其 中 P= ADR a1) RA (7.7.1), WA 
Hily + H gol T Hy = Py gto 
RAR. ES bi, HE 


eefa) 


Hn 
Jor 


这 与 引 理 ?7.7.1 矛盾 .证 毕 . 


$7.8 注 记 


333 


有 关 偏 差分 方程 的 振动 性 讨论 ， 有 相当 一 部 分 是 借助 于 差分 方 
程 的 方法 .例如 , [129] — [1391 就 建立 了 偏 分 方程 的 类 似 于 常 差分 
方程 的 基本 理论 .但 这 些 基 本 事实 , 我 们 并 没有 列 人 书 中 , 有 兴趣 
的 读者 可 参阅 它们 . $7.1 是 有 关 行 波 解 的 讨论 ， 在 Chere 等 [140] 
中 可 找到 .$7.2 则 来 源 于 Cheng 和 Medina 的 [141]. $7.3 的 内 容 可 
人 性 L147] 中 找到 .$7.4 的 内 容 请 看 [145], 有 关 平均 技巧 的 利用 , 请 
参阅 [135] 一 [139] 及 [142]. § 7.6 是 由 Cheng 在 [131] 中 给 出 . $7.7 
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的 研究 结果 其 多 , 我 们 只 选择 了 Cheng 等 [143], 但 我 们 的 证 明 则 条 
用 了 [29] 中 的 方法 ， 


SING 具有 连续 变量 的 差分 方程 


具 连 续 变 量 的 差分 方程 研究 工作 较 早 ,我 们 可 参考 [155] 和 
[156] 及 其 参考 文献 .但 有 关 振 动 性 工作 就 作者 所 知 始 于 [1571. 本 章 
就 这 方面 的 工作 做 一 介绍 


$8.1 常 系数 方程 


考虑 常 系数 差分 方程 : 
yl2}+ pyle t+ py(t — 2) =O, (8.1.1) 
其 中 PiP ti DER. A AE, RATA HRI tl 和 r HIER, 
佑 则 也 可 变换 成 如 此 的 形式 .因此 ,我 们 将 把 (8.1,.1) 称 为 M 
方程 ,方程 (8.1.1) 也 叫 短 一 个 证 函 方程 . 今 ， 
rT = maxlriyzrzj ,to 220. 
方程 (8.1.1) 的 一 个 解 是 定义 在 [to 一 +,R) 上 的 一 个 连续 函数 且 当 
1 之 to 时 满足 (8.1.1). 如 此 的 解 如 果 其 零点 集 是 无 界 的 , 则 称 此 解 
振动 
给 定 初始 条 件 to rS Sto yl) = p(z) 和 相 容 条 件 
plto) + Piplty — ri) + pplito ~ ra) = 0, 
通过 分 步 法 ,可 求 得 (8.1.1) 唯一 的 解 yC), ttr. 
定理 8.1.1 方程 (8.1.1) 所 有 解 振 动 的 充 要 条 件 是 特征 方程 
l+pe + poe 42 = 0 (8.1.2) 
无 实 根 . 
如 果 (8.1.1) 所 有 解 振 动 ,显然 可 知 (8.1.2) 无 实 根 . 否则 ,xu 是 
(8.1.2) 的 实 根 , 则 yz) = et 是 (8.1.1) 的 最 终 正解 .因此 ,我 们 主 
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要 证 明 其 逆 成 立 . 

Pip Posty» tal tirz) =0 Bt, A4811. 因此 我 们 将 排队 这 
种 情况 .pi ,PE (0,0) 时 (8.1.1) 不 可 能 有 正解 ,(8.1.2) 无 实 根 . 于 
是 ,我 们 将 假设 r> r > 0, 2) P20 H P 或 AK. 

设 FOA)=1+ pa * + pa TtM FC) 1. eT, SCO) = 
1+ p+ p2>0,p,>0 时 (8.1.2) 无 实 根 (省 则 FC 90) = — o). BLA 
证 明 其 道成 立 , 我 们 只 假设 

p>0, p<0, lt+p+t+h>0. rrm2>0. 
(8.1.3) 


为 此 我 们 先 看 几 个 引 理 ， 
引 理 8.1.1 WR yir) (8.1.1) 的 解 , a, BER, W 


| (30)G)ds 也 是 (8.1.1) 的 解 

引 理 8.1.1 是 显然 的 ,证 明 省 略 ， 

我 们 设 S° 是 函数 z(1) 的 集合 ,其 中 z(1) 量 最 终 正 的 可 微 和 和 严 
HEIR AY H lm z(t) =0. S” EREE AY Pe BS] i Be 
limz (2) = o 的 函数 集合 . 

对 于 2(2) ES, EM 

A(z) = (A Ore (C4) + alos OnRBR YI: 
对 于 OES, EA 
A@W(2) = {A D0: — 2’ fr) 十 用 (1) 所 人 00 最终 成 立 !. 

引 理 8.1.2 ”假设 (8.1.3) 成 立 ,y(2) 是 (8.1.1) 的 最 终 正 解 , 则 

SU S” 关 名 .特别 地 


z(t) = | 2ds 一 pil yls)ds, 


由) 或 -z(t ES”, 
5 | FAA GE BA 49 oe 
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引 理 8.1.3 假设 (8.1.3) 成 立 , 则 (a); 如果 OKO, N 
一 /P20,1).(b); 如 果 (8.1.1) 有 一 个 解 旦 最 终 正 的 无 界 的 , 那 
# pox 一 1. 

WERA (a) WOR zt1)E SMS 

z(t} =- plztt = ry) — Pzt - T2), 
也 有 
z(t) > C- p/po)z(t - (ry - ry)). 
因此 
— p/ps © (0,1). 
Cb) :说 yt) 是 (8.1.1) 最 终 下 的 无 界 解 , 则 
yt) + pow — ro) =—py(t—-7,) <0. 
因此 
y(t) <- Poylt — 79), 
于 是 ,加 过 一 1. 奉 则 xr AR. UE, 
引 理 8.1.4 如果 (8.1.3) 成 立 是 zL) CS’, MW Ae IES AA 


ER ag = 一 一 二 一 In( - p/p). HE, 如果 定 义 


Tr Ta 


wy(t) = F z(sjds 一 Pil als )ds, (8.1.5) 
wy) = | wd = pif ey adds, 


则 有 
wa =- (1+ hit pw lt n) e, E S, 
Ag HAC, SERA 
Ag = (1+ p, + Py) /ry © A lap). 
证 明 Fiad 是 Ao(z) 的 上 界 . 假设 矛盾 , 则 有 Ag E A'e), 
从 而 最 终 有 z(t) + Agi O0. A 
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g(t) = ze, 
BRA gp (1) 专 0. 于 是 
el) S glt- lri- r) 
故 
x(t) = o(tye ^ <= pt 一 (fl 一 ro) eta Aa 
= z(t — (zi — 12))(- p/p2) 


z(t) > (— p/P)ztt — (ri TaJ) 


了 矛盾 .从 而 有 Aar FRE ag E A lue). (8.1.5) Al 
wnt) A roz(t 一 r). 
于 是 
wolt) =— (1+ py + poet = r) & C1 + pi + po) rikunl). 
这 就 证 得 MoE A Cuy). HA AHE AoE Aolun). HEX. 
引 理 8.1.5 假设 (8.1.3) 成 立 ,zES”, 则 S” e SEPA AE 
界 AS=Inl 一 p2) r WREX 


uy(t) == | 2(s)ds + pif “zls)ds, 


wh tt) 二 一 fey s)ds + pi) ay a(s)ds, (8.1.6) 
则 有 
walt) = (1+ py + pupal- rhu E S™, 
Aalu SEA? Ce, IER A 
Aw E V+ py t+ Pod pi Cr 一 t2)) © AM Cay). 
引 理 8.1.5 的 证 明 类 似 引 理 8.1.4. 故 省 略 . 
最 后 给 出 定理 8.1.1 的 证 明 . Ri (8.1.2) OH 8.1.3) 
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Nf i+ pe 41+ pre “有 最 小 值 . 设 有 正 数 m 使 得 4ER, 有 1+ 
Pie tpe 之 让 .分 两 种 情况 给 出 证 明 . 
PLO, S, 
u = [mAg íl + pi) Je% "2, 
我 们 将 证 明 
Ay = Ao t+ ne © A Cup). (8.1.7) 
从 而 有 limh, = 2° ,这 与 A u AATA. 
n=O), (8.1.7) PRA; RI n = k (8.1.7) ERA . > 
galt) =u ede? 则 2 人 is0 最 终 成 立 . 由 引 理 8.1.4 可 知 
ER 十 Ap+LTR+I CE) 
=- (1+ pi + pode er) + Apt p) 


上 t-r 
x | ur(sdds 一 A ‘wk (sds | 
wf Ta =r 
=i Ell 一 rale "|— (上 + Py 十 Py) eft? 


了 ` 
+ (A; + | elt ds 


“laa ple as 
= plt 一 roje Al 一 | - pie” pred: 
+ C/A (ll E py jeri] 
<4 oroe U~ mt Ged t per] 
=. 1. 
BA Art E A? Crap ey). 
2 SFO.Se= p=[m e14 py) le. BW VARA A, 
SAs tee AM Ce). EA? Ce, a AB. EAB. 
方程 y(t) + pO — 7) =0 RH BAERS plo. 对 于 方 
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F2(8.1.1), 24 Pppoty ry (ty — sz) 天 0 时 , 它 变 成 刘 上 方程 .而 户 , 户 E 
(0, 2) 显然 振动 .于 是 慨 设 

Pipotyt2( 7, — 12) 0, pi BE p ATA. (8.1.8) 

AS — AEE AY Eo > rz>0. 但 这 时 p > 是 {8.1.1) 拓 动 的 必 
要 条 件 , Te FRITS. DE 

alt) -prli -t) + arlti-o) = 90, (8.1.9) 

其 中 p,g,7,c€ (0,2) <a. 

定理 8.1.2 方程 43.1.9) 振 动 的 充 些 条 件 是 

go? > Prle- r, 
证 明 E PBS.1.1 可 知 ;:(8.1.9) 振 动 当量 仅 当 
F(A) = 1- æ" + ge = 

无 实 根 . F(œ)=1,F(-2)=%, FÆ8.1.D) RIRE RE 
FORA KAR G RhE EY. (8 FA) AOE Ii Ay = 


~. (外 ) .于 是 .方程 (8.1.9) 振 动 当量 仅 当 


ao” T 


E 


E 
IEE. 


$8.2 非 振动 解 存 在 的 充 要 条 件 


考虑 强迫 方程 
y(t) + pytt 一 ri) — poylt 一 T) =m, (8.2.1) 
其 中 PPro n C0, w), m CR. m =O8T, (8.2.1) 484 


y(t) + poylt — ri) -— pyl - ro) =Ù. (8.2.2) 
由 上 节 知 识 可 知 ,(8.2.2) 振 动 当 是 仅 当 
| + pe 一 ze 一 0 (8.2.3) 
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定理 8.2.1 eit 
Tr l+ p>U, (8.2.4) 
则 (8.2.1) 有 无 界 正 解 的 充 要 条 件 是 (8.2.3) 有 正 根 . 
GEAR (8.2.3) A EIR Ag, Bl x(t) = et 是 (8.2.2) 的 一 个 无 界 


解 .注意 到 y = Ze 六 是 (8.2.1) 的 一 个 平衡 解 ,因此 ,>(#) = 
zi 站 + 是 (8.2. 人 的 一 个 解 . 
如 果 
F(A) = L+ pye* — pre 
AXR., KF OFC) =1,F(0=1+),- 2 >0,.MASOMA FO) 
>O. A (2) FE (8.2.1) A, UA k > 0 使 得 | (2) 1 = Oe”). BE 
ES vbr) = max lye) | EAR, Y BIR AL tr 时 有 
lel py | xe — ri) +! py ll y(t ~ T2) | 
< (|p)! +] pol der -—min€e;,72)), 
HA lOS By + | Pol Dor mnir r). Bll y,(r) 是 指数 增长 
的 ,从 而 y(z) 也 是 指数 增长 的 . 
设 y( 四 是 (8.2.1) 的 无 界 最 终 正解 , 则 有 tty, M> 使 得 cS 
H BT vr) > MM yl 做 变换 ,有 


Y(s) = | eyid. (8.2.5) 
假设 (8.2.1) 在 一 r 所 1 所 0 上 ot) eof) 的 初始 条 件 成 立 , 定 义 
gils) =- pen] e “yCt)dt + prem) e “oz de. 
WR YC s) CRAB PRY es s>a, A 
F(s)¥(s) = pls) + m| e “de. (8.2.6) 
显然 a20. (8.2.6) 48 
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m| e 
Ù 


0 As) 
Bp 


Kesa) - - ty Jae = - gii, (8.2.7) 


AF pl) RF s 是 整数 ,s E [0,20m FCs) 40. EE h (8.2.7) oy 
知 (8.2.7) 左 端 可 解析 延 拓 到 任何 sE (0, ©) ASL — SBR fr 
i,t) >0,M>0 tee M-n Fo mi 


sE (0, a) 


[erya - F(s ay jds > |e *{ y(t) - pty )ds 


+f e«(M- “a, FC) Ns — + CO ly — 0. 

这 是 一 个 矛盾 .证 毕 ， 

定理 8.2.2 AIH 8.2.1 的 条 件 成 立 , 则 (8.2.1) 有 有 界 正解 
当 且 仅 当 {8.,2.2) 有 人 负 根 ， 

定理 8.2.3 (8.2.4) 成 立 且 r> zy, 则 方程 (8.2,1} 有 无 界 正解 
的 充 要 条 件 是 

Piri > pote py ror 一 rg) 2 > per. (8.2.8) 

定理 8.2.4 (8.2.4) MILA >r, W (8.2.1) 有 有 界 正解 当 
ARS piri< prs, puree peri. 

我 们 只 给 出 定理 8.2.3 的 证 明 . 由 定理 8.2.1 可 知 (8.2.3) 有 正 
根 . 因 F(o)=1,F(0)=1+ pl 一 py>0 且 F(A4)=0 有 唯一 解 40= 


L Ine 时, 故 (8.2.7) 有 正 根 等 价 于 (8.2.8) 式 成 立 . 


me 
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$38.3 变 系数 振动 


考虑 差分 方程 
yt) yt — 7) + p(t)y(t ~- 6) = 90, (8.3.1) 


FH O< ria. pE C([0,),R*). 
TE 8.3.1 设 lim infp(t)=p>0,o=ar + 0. RP k EIB 


WO < 71, He, em pt Pep 0 无 最 终 上 上 解 . 则 方程 (8.3.1) 也 


无 最 终 正 解 . 
证 明 设 vy(r) 是 (8.3.1) 的 最 终 正解 .对 (8.3.1) 两 边 积 分 有 


| yas = | xs — t)ds 一 IONE — g)ds 


<f ys — rids — p| yis — a)ds. 
4 2(t)= | f- wlsdds. BR z Ct) = 9 Ce) - ye r} <0. 
F yis — adds = elt —o) = z(t — (kr + 0)) = z(t - kr). 
于 是 
zíz}— glt- r) + ælt- kr) 0. 
A nrin t T) = eg MA 
Zp nl H fon 去 :0 
证 毕 ， 
定理 8.3.2 Ke p(t)= min p(s) 
x(t) +p- otr) =0 


Peat, W(8.3.1) teat. 
证 明 Oi tT AP y(t) > 0 是 (8.3.1) 的 解 , 积 分 {8.3.1) 有 


eo -| y6 —r)ds+ | p(s -og)ds = 0. 
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由 积分 中 值 定 理 可 知 
| (ods -| 9(s = eds + BO ys ~ odds <0, 


S e(t}= [Ff wsids, W z2) >0 R z) <0. FEA 
z(t) — 2-7) + pres — 9 <0. 
FAS u(t)= |i gls)ds ult) >0, u ()Selt-—rc). Fu’ (1) + 


dac -ø + r)&0. EH. 


$8.4 具有 连续 变量 常 系数 偏差 分 方程 


本 节 中 将 考虑 具 连 续 变量 的 偏差 分 方程 : 
aul(t+¥,st+w)t Palt + Y,s)+ yult,s +w) 
+ ĝult- r,s -0)=Û, (8.4.1) 
AUP r,s 20,0, p, Y, SER, Y, w>0, r,a 20. 4a,8,7,6 取 不 同 的 
值 ,我 们 可 得 到 不 同 的 方程 .例如 ， 
uW(t.s)+cult-—~t,s-a) = 0. (8.4.2) 
ult + ¥,s) + bult,s + ww) + cult 一 rs 一 a) = 0. 
(8.4.3) 
其 中 640, My AR. 
ult + ¥,s+w)+ ault + ¥,5) + bult,s + w) 
+ eult- r,s- g) = 0, (8.4.4) 
AP lal +le|>0,16l + lel >0. FH (8.4.2), (8.4.3), (8.4.4) 
HER y,w>0,7, 0220. 
方程 (8.4.2), (8.4.3) 或 (8.4.4) 的 一 个 解 是 定义 在 >- r, 
s=- o ETIE RRN u(t, s) 24 Z, s20 满足 方程 .这 样 的 解 
如 果 对 所 有 的 大 上 和 大 s 有 xz(z,s)>0, 我 们 称 其 为 最 终 正 解 ， Fy 
负 解 可 类 似 定 义 . 如 果 一 个 解 既 不 是 最 终 正解 也 不 是 最 终 负 解 ， 称 为 
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振动 解 . 
方程 (8.4.2) 的 振动 性 是 显然 的 .确实 ,c 庆 0 方程 (8.4.2) 不 可 能 
有 最 终 正解 .如果 (8.4.2) 有 一 个 最 终于 解 , 则 


MEDED, 
-sa 0 


相反 ,如 果 c 达 0, 显 然 由 A+c=0 可 找到 于 数 解 (A ee) TT 
ult s) =A px 是 (8.4.2) 的 解 . 即 (8.4.2) 有 最 终 正 解 的 充 要 条 件 
Bcd. 

为 了 获得 (8.4.3) 和 (8.4.4) 的 振动 性 , 先 看 两 个 引 理 . 

引 理 8.4.1 540, MAE 

POA. pe) = A tA AT DO 

无 任何 正解 对 (4 ,pe) 的 充 要 条 件 是 b >00, c0. 

证 明 Rb 0, TE EA Alp BSA.) 人 > 有. 

HZ. (0,0) =e, lim f(A, po) =, po 70. AU, 5 e <0, AA, 
AEX. Ao 220. SP a a: 

(i) c=0,8 <0; (ii) c>0,b <0. 

Bi PAR AT (A, pO = 1, C 4b af, p BEAR 
RY. ON Gi) Boe EEE £10) = e lim SCL, g) = -æ f(A, p) H 
正解 对 (1, yp” }. 证 毕 . 

引 理 8.4.2 BMikial+lel>0,lélt+ cl >O WFO, g)= 
Ar tt + ade The BAe’ + ¢o = 0 FOIE RMT AY BARE a 20, 
b0, c20. 

证 明 20,6220, c 20 时 ,命题 显然 成 立 . 相 反 , 先 考虑 c=0 
的 情况 .这 时 分 三 种 情况 : 

(i) a>0,6<0; Gi)a<0,6>0; (i) a<0,p<0. 

( RTRT, FO, OBRH bAa + 1)7,1). GD RAZE, 


(i,-ab+ Do) F 的 解 . (iii) 成立 时, FCA, p) A AO 


C 一 
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((-38)7,(-3a2)e). 

E c<, FO 2) RRS IE. BSB >0. 这 时 分 五 种 情 
oe 

(i}a>0,6<0; Gi) @<0,46>0; (ili) a=0,6<0; 

(iv) a <0,55=0; (Ww) a <0,b<0. 


当 人 成 立时 , 取 和 ,E10,( -65)7). 因 
Fay.0})=e»>0, imFta ~) = - ©, WA u. >0 使 得 
FA. 2. )=0. Gi) oe mt, BM ATR. (ii) 成 立时 , 有 解 


| -2) 人 

| 2 | a | D ' 

[{-22)7#( 2 poms [-2) 
& a ` 2 


2u7rT 2AA . 
BEC = 38) (2 (= $)")<0, mi lim FA, 2) = co， 
pu MOO 


a a 
因此 FPO 7 ERR. DERE, 
定理 8.4.1 WH 50 MW (8.4.3) 无 最 终 正 解 的 充 要 条 件 是 
6>0,c220. 
定理 8.4.2 WR al tle] >0,15| +'c'>0, R(8.4.4) 
最 终 正解 的 充 要 条 件 是 a20. b20, 6520. 
定理 的 证 明 省 上 略 .最 后 看 两 个 例子 . 
Ay LTT F 
a{itn,s) + Fultys + m4 Zula -ms m) =0, 
EREE 8.4.1 HRE, BE AE of Re IE ERIRE ul, 
$) =sintcoss. 
方程 


二 -Sult,s Ex} +2ult -r,s) = 0 


Cw) 成 立时 ， 有 解 
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不 满足 定理 8.4.1 的 条 件 , 它 有 非 振 动 解 a (7s) = 1 BEARS 


解 u(t,s) =sintcoss. 


$8.5 具有 连续 变量 变 系 数 仿 差分 方程 


考虑 俩 差分 方程 
Meys oJ) | oft —cys}—ar - crys — a) 
+ plt,siult — ps- y) = Ü, (8.5.1) 


其 中 0< rip Oog p(t, ss) FE 220, 520 LER RBH. 为 了 
AAR B.S DERT SR ,我们 首先 看 它 的 -- PRR OL. 假设 r= 
T= 7, NPR p(t, SA FR D ns Sa) 使 得 lim i = jim sy = 
a ml, n 1 At p(,,,5, 221. IBA, TRG.. DAR ER. On 
Se oyle ys AE (8.5.1) 的 最 终 正解 ， 则 
OL v¢t,,8, —o) + yt, — tes) 
= [1 ptr ¥) SO. 

RE PG. 

WR p= oe, gone, p(t, s 20. y(t. 5) (8.5.1) 9 BRE 
解 , 则 直 (8.5.1) 可 知 

ylt,s ~o) tale — rs) y(t T,- g}, 


St 一 TO r,s ov — or,s). 


Stas —o} t yt r,s) 
= (fo rs —0) — plt, sylt -— mr,s 一 no} 
< [1 - pirt, sd] yit- Mr,s — no). 
这 样 我 们 会 有 如 下 结果 : 
定理 8,5,1 {Ri A WT, 二 na, P(t, s 220, lim supp (zt, s) 
> 1, (8.5.1) 无 最 终 正 解 . “ 
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接 下 来 ,我 们 再 来 寻找 (8.$. 虽 的 更 一 般 结果 . 假设 pp = er, 
?二 ayfts) 是 (8.5.1) PRAE. IA, S ze, = ie + Tis t 
S), WA 
Zi + y+ T Bey 
t+ pC +1) + TG + Dot Sap myta =O. (8.5.2) 
定理 8.5.2 假设 u =m, n= n H (8.5.2) 无 最 终 正 解 , 则 
(8.5.1) 无 最 终 正解 . 
例 8.5.1 考虑 方程 
ylti,s — 2r) + yiz — ms) - yif — 20,5 — 2n) 
+ (sintsins )v(r 一 rs ~ 8x) = 0, 
已 证 有 最终 正解 .这 是 因为 
Zeig E Gg T a t g 3 = O 
TRAER. 
T 8.5.3 fR Btlim infp (r,s) = p>O,mye= mt ta, y= nt 
PHP OSa <r, 0p RA 
Zila E Zal T Zy + Pmr yii = O (8.5.3) 
无 最 终止 解 , 则 (8.5.1) 无 最 终 正解 . 
WERA yes AE (8.5.1) EM, (8.5.1) ,我 们 在 


了 à 
f f Iy€u,u-— a) + ylu — r,v)]dvdu 
Torao 
ms r 
| 上 [yu or a) plu, o) 一 Hu — 9) jdvde 
t a 
<f | yt —r,u- g )dudz 


一 pl. cc HU n)dvda. 


必 


W(t,s) = | 2)dwda， 


$8.6 fF id + 349 - 


Bu W,.(2t,5)<0,W(t.s)<0,8 
Wits —a) + Wit- r,s}-— Wir 一 Ts 一 如 ) 十 PWI 一 ?TY 一 na) 
Ws — oc) +t Wo r,s)— Wt- r,s ~ vo) 
+ PW Ot mr - a,s — no- 8) <0. 
利用 定理 8.5.2 5] 
Zl SO 


有 一 个 最 终止 解 ,这 是 一 个 矛盾 .让 毕 . 
38.6 注 记 


§ 8.1 引 自 Ladas 等 [157], §8.2 的 内 容 由 周 效 良 在 [158] 中 获 
得 ,定理 8.3.1 是 张 和 燕 在 [160] 中 的 一 个 定理 ,而 定理 8.3.2 看 申 
[162], 有关 这 方面 的 工作 也 可 参看 文献 [159] 和 [161]，$ 8.4 的 内 
容 是 由 Zhang 等 在 [165j] 中 得 到 . § 8.5 应 看 Zhang [1641. 

这 里 是 总 结 了 其 连续 变 曙 差分 方程 的 振动 性 工作 ,有 关 这 类 方 
程 的 其 它 研究 可 参看 [1$9] 和 [156]. 但 是 ,有 具 连续 变量 偏差 分 方程 
的 工作 相当 少见 , 有 兴趣 的 读者 可 以 开辟 这 方面 的 研究 . 
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